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LÒI GIỚI THIỆU 


Hắt đâu từ xăng 1993, Nhà xuất bản Giáo dục cho ra mãt bạn dọc các CHỚN 
sách thuộc TỦ SÁCH CHUYÊN TOÁN CẤP III để phục vụ các thầy giáo và học 
sinh các lớp chọn, các lớu chuyển Todn trên phạm vi cã nước. Các Tác giả biên soạn 
cho tủ sách này là các thầy giáo, giáo sư, tiến sĩ 4ä và đang giảng dạy các lớp chuyên 
Toán, đã từng bồi dưỡng và lãnh đạo đội tuyển học sinh giỏi Toán Việt Nam ái dự 
thì Toán quốc tế những năm qua. 

Năm 1993, hai cuốn sách đầu tiên của Tủ sách chuyên Toán cấp lII được xuấi 
bản là : Rất đẳng thức, Phương pháp giải phương trình, bất phương trình - Hệ đại 
số, đo các thầy giáo chuyên Toán có nhiều kinh nghiệm : Giáo sư PHAN DỨC 
CHÍNH và Giáo s¿ NGUYÊN VĂN MÂU, biên soạn nhằm cung cấp tài liệu tham 
kháo, học tập cho các bạn trẻ yêu Toán nói chung và đặc biệt là dành cho học sinh 
các lớp chọn, các lớp chuyên Toán từ lớp 9 đến lớp 12 nói riêng. Năm 1994 và các 
năm sau, Nhà xuất bản dự định vuất bản các cuốn sách chuyên Toán cấp TII là : 
Phương trình hàm, Phương pháp véctơ trong hình học, Số phức và ứng dụng trong 
hình học.. của các giáo se : NGUYÊN VĂN MẬU, NGUYÊN DĂNG PHẤT, 
DOÀN QUỲNH... 


Mỗi cuốn sách trong Tủ sách chuyên Toán cấp III cung cấp cho học sinh hệ 
thống kiến thức cơ bản và nâng cao ở mức độ thích hợp theo các chuyên đề, cung 
cấp hệ thống các bài toán cùng phương pháp giải nhằm giúp rèn luyện tư duy và khả 
năng độc lập, sáng tạo Toán học. Đây là các cuốn sách rất bổ ích để học giỏi môn 
Toán trong nhà trường phổ thông. 


Tôi hì vọng rằng, các cuốn Yách của Tủ sách chuyên Toán cấp III này mà Nhà 
xuất bản Giáo dục quyết tâm xây dựng sẻ đóng góp rất tốt vào việc giúp đỡ thêm 
cho giáo viên và học sinh có thể tìm hiểu sâu sắc hơn về Toán, nâng cao hiệu quả 
trong giảng dạy và học tập ở các trường, lớp chuyên, chọn môn Toán trong cả nước. 


ĐINH GIA PHONG 
Giáo sư - Vụ trưởng Vụ Giáo dục phồ thông 


| LỜI NÓI ĐẦU 


Bất đẳng thức là một công cụ sắc bén của Toán học. Dẳng thức và bất đẳng 
thức. luôn là hai phương tiện hỗ trợ lấn nhau. Đẳng thức cho kết quả chính xác 
tuyệt đối. Bất đẳng thúc mềm dẻo hơn, cho phép cân nhắc vấn đề, ước lượng kết 
quả, tử đó nhìn nhận thực tiến Toán học qưới góc độ rộng hơn. Vì thế việc Vận 
dụng các bất đẳng thức rất uyên chuyên và linh hoạt. Các bạn học sinh yêu Toán 
cần học tập cách vận dụng các bất đẳng thức dưới nhiều hình thái đa đạng. Trong 
mỗi để thi học sinh giỏi Toán, thưởng có những bài liên quan đến bất đẳng thức. 


Dó là việc luyện tập cần thiết. 

Cuốn sách này gốm hai phần. Phần cốt lối được trình bày trong 5 chương 
(Ch. I= Ch. V) : ngoài lí thuyết dấn dắt vấn đề, chúng tôi đưa ra những vị dụ 
liên quan đến các bất: đẳng thức hay được sử dụng nhất. Số lượng các vị dụ cũng 
khá lớn; đôi khi ví dụ sau nêu ra cách giải khác hoặc mỏ rộng kết quả đã nêu à 
một ví dụ trước. Phần thứ hai của cuốn sách gồm 4 phụ lục. Môi Phụ lục trình bày 
một vấn để đi sâu, vận dụng rất nhiều kiến thức : học tập cách vận dụng đó, bạn 
có thể tìm ra cách giải quyết cho nhiều bài toán khác liên quan đến bất đẳng thức, 
Chúng tôi đã chọn ra 4 Phụ lục này tử một số chuyên để về bất đẳng thức đã tứng 
giảng cho học sinh chuyên Toán, và đôi khi trong vài khóa bồi dưỡng nâng cao tay 
nghề cho :các thầy giáo dạy các lóp chuyên Toán. 

Vói mục đích nâng cao, trong sách này, sau môi § ở môi Chương, thông thường 
chúng tôi có đưa ra một số bài tập đi sâu, do vậy khó. Đề bạn đọc suy ngẫm, chúng 
tôi cố tình không đưa ra lời giải. Các bạn nên cố gắng tìm ra lời giải, suy đi và 
ngẫm lại, có khi phải mất nhiều thời gian. Các bạn có thể tìm ra lời giải ở tài liệu 
này khác. Dặc biệt có một số bài tập với lời giải mà bạn đọc sẽ tìm thấy trong 
cuốn "Tuyển tập Toán sơ cấp” của tác giả, sẽ xuất bản trong năm 1994. 

Lj 
L4 c4 

Ngay tử ở lóp 9, các bạn học sinh yêu Toán đã có thể sử dụng cuốn sách này : 
dí nhiên các bạn chỉ nên đọc và ngắm nghĩ về những điều có thể hiểu được. Về 
những vấn để mà bạn chưa hiểu : bạn sẽ được học thêm, hoặc bạn sế phải tự tìm 
hiểu. Dối với các bài tập cũng vậy, nếu bạn chưa tìm ra ngay lời giải, thì thính 
thoảng nên nghĩ lại : có lúc nào đó sẽ xuất hiện một "tư tưởng đột biến" đưa ra 
chìa khóa của phép giải. Mong rằng cuốn sách này là một bạn đồng hành, cùng với 
nhiều tài liệu khác, trong suốt quá trình học tập tử lớp 9 đến lóp I2 của các bạn 
học sinh yêu Toán. 

"Bản thảo thô" của cuốn sách đã được soạn ra cách đây 15 năm, nhưng hối đó 
chưa có điếu kiện chỉnh lí chặt chế để đưa ra xuất bản. Theo yêu cầu của Nhà 
XBGD, nay chúng tôi biên soạn lại thành cuốn sách này, đóng góp cho việc thành 
lập “Tủ sách chuyên Toán" mà Nhà XBGD quyết tâm xây dựng. 


Tác già chân thành cảm ơn lãnh đạo Nhà XBGD đã tạo mọi điều kiện thuận 
lới để cuốn sách được ra mắt các bạn đọc. 
Ngày mùng 5 Tết Xuân Quý Dậu 1293 


Tác giá : G.S. PHAN ĐỨC CHÍNH 


PHẦN I 


NHỨNG VẤN ĐỀ CƠ BẢN 


Chương ïÏ 


BẤT ĐÁẢNG THÚC 


s1. ĐẠI CƯƠNG VỀ BẤT ĐĂNG THỨC 


1. Quan hệ thứ tự trong F 
Trong tập hợp số thực R, có quan hệ /hứ ft, tức là : 


Với mỗi cặp số thực a, b bất kỉ, luôn luôn xảy ra một và 
chỉ một trong ba khả năng : 


- hoặc a bằng b, kí hiệu : a = b, 
- hoặc a lớn hơn b, kí hiệu : a > b, 
- hoặc a nhỏ hơn b, kí hiệu : a < b. 


2%. Bất đẳng thức 


Giả sử A, B là hai biểu thức bằng số (trường hợp đặc biệt, 
A, B có thể là những số). 


Mệnh đề "A lớn hơn B", kí hiệu : 
ok, 
được gọi là một bất đảng thúc, A, B được gọi là các uế 


của bất đẳng thức ấy. Người ta cũng viết bất đẳng thức 
trên dưới dạng 


Ba 
đố là mệnh đề "B nhỏ hơn A", tương đương với mệnh đề trên. 


Như bất cứ một mệnh để toán học nào, bất đẳng thức A > B 
cố thể đúng hoặc sai. Ví dụ : 

1) a“s+.1.>.0 
là một bất đẳng thức đúng với mọi số thực a ; 

2) bất đẳng thức 

x4. ðx+6< 0 

đúng nếu x € (2 ; 3), sai nếu x ý (2 E3} 

VÌ thế, người ta quy ước : 

Khi nói uề một bất dàng thức mà không chỉ rõ đi hơn, thị 
(ta hiểu rồng đó là một bất dằng (hức đúng. 


3. Bất dẳng thức suy rộng 


Khi so sánh hai biểu thức A, B, nhiều khi người ta chưa 
thể kết luận dứt khoát : A bằng B, A lớn hơn B, A nhỏ hơn 
B, mà chỉ có thể đưa ra một kết luận mềm dẻo hơn, chẳng 
hạn : A lớn hơn hay bằng B. 


Do vậy, người ta sử dụng các mệnh đề sau đây dưới dạng 
kí hiệu : 

A > BA lớn hơn hay bằng B'") 
A < B CA nhỏ hơn hay bằng B'). 

Các mệnh đề trên cũng được gọi là bất đảng thức, rõ hơn : 
bất đẳng thức suy rộng, để phân biệt với các bấ( đảng thức 
ngợi, dạng A > B, A < B. 

Ví dụ : Với mọi a 6 R 

aˆ + 2a + 1 > 0 
tởi vỉ dấu = xảy ra khi a = -|). 


4. Các tính chất của bất đẳng thức 


Ta nhớ lại các tính chất quan trọng sau đây của bât đẳng 
thức, đã được trình bày trong sách giáo khoa Đại số 10 : 


Tính chất 1 


Tính chất 9 


Tịnh chất 3 


Hệ quỏ 1 


Hệ qua 2 


Tính chất 4 


Tình chốt 5 


Hệ qud I1 


Hệ qua 2 


Tính chất 6 


Tính chất 7 


| 
> b s4 
| 


>i¿bre+>a —'b :> ‹0. 


> b <©a +ecœ > b+ec 


> b<>a  -—c >b_—-ec 


+ c >b<=a > b_—c. 


a > bị 
3> | 


=> aw+ œ:>.b +eẹd. 


ac > bc nếu c > 0, 
ac < be nếu c < 0. 


..> b«<=-a < -b. 


œ|mðB a\® 


trr| — 


nh Ấp c6 20x 6 SN 


> D> 0» ã`' SE" Với mọi n € Ñ 


Tính chất 8 
a > b«e©a”!l > b^"†Ì với mọi n €N. 
Tính chất 9 
a>b>0= ta > Ÿb với mọi n 6€ N'. 
Tính chất 10 
a > be lun: > sh Q0T, với mọi n € N. 
GhL chú 1. Học sinh hãy phát biểu các tính chất tương ứng 
cho các bất đẳng thức suy rộng. 
Ghi chú 2. Tất cà các tính chất và hệ quả trên đều có dạng 
⁄1 ©/1', hoặc 1 =1), 
với ⁄1, ⁄' là những bất đẳng thức (mệnh đề toán học). Như 
đã biết trong phép suy luận toán học : 
- nếu ta có ⁄i ©⁄1, thì ⁄1, ⁄J' là hai mệnh đề đồng thời 
đúng, hoặc đồng thời sai ; 
- nếu ta có ⁄i = 41, và : 
nếu ⁄i đúng, thì đúng, 
nếu ⁄l sai, thì ⁄1J' sai. 


Ghi chú 3 : Nhiều khi người ta dùng tính chất 1 làm định 
nghĩa khái niệm bất đẳng thức. 


§2. MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP: 
CHỨNG MINH BẤT ĐẮNG THỨC 


Phép lập luận nhằm mục đích chứng tỏ một bất đẳng thức 
dạng A > B (hay A > B, v.v..) là đúng, được gọi là phép 
chúng minh bất đẳng thức ấy. 

Phương pháp chứng minh bất đẳng thức rất đa dạng, phụ 
thuộc vào đặc thù của từng bất đẳng thức. 5au đây chúng ta 
xem 'một vài phương pháp chủ yếu. 
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I. Phương pháp sử dụng các tính chất cơ bản của bất 
đẳng thức 
VÍ DỤ 2.1. Chúng minh rồng nếu a, b là hai số cùng 
dấu, thì : 
k 
b 
Giải. Bất đẳng thức trên tương đương với 
a“ + bé aˆ — 2ab + b“ 
| . 29 — .œ-.%wut 
ab 


b 
" + Eộ v2 
a 


0 
.h ế 
(a —b) - 
ab 
Bất đẳng thức cuối cùng đúng, vì ab > 0. 
VÍ DỤ 2.2. Chúng minh rồng nếu t z# 0, thì 


tr+ - >>. 
| rÌ nể 
Giải. Với t > 0, ta có — >0, và theo ví dụ trên 


ma mỉ 
tiện 
Với t'< 0, ta có t = -t > 0, nên 


lÍ 
ị 

= 
| 


đi 

Ie+a| 

VÍ DỤ 2.3. Với hai số a, b tùy ý, ta luôn có 
t0 aˆ + b^ 


xinh 2 


Giải. Tà có 
&óc Đã ¡“87+ D2 2(aˆ + b2) — (a? + 2ab + b2) 
2 2 ) > ằ P ~ 
a” — 2ab + bổ _ (a — bỷ 


¬.. 


VÍ DỤ 2.4. a, b, c, là ba số tùy ý. Tù có 
ab + bc + ca < dˆ + bˆ + c`, 
Giải. Xét hiệu 
H =aˆ+b/ +cˆ - (ab +bc + ca). 


Ta .có 


2H 


2(aˆ + b“ + œ') - 2(ab + be + ca) = 
= (a - b)4 +(b- c) +(c - a)2 > 0. 
Vậy li > 0, từ đó suy ra kết quả cân chứng minh. 
VÍ DỤ 235. Chúng mỉnh rằng "ếu a > b, A > B, thì ta có 
A + bB á G1? D0) A + 
2 ý. sóc —A 2: 
(Bát dàng thúc Tsê-bư-sep) 
Giải. TA có 
aAA†+bB a+b A+B  2⁄aA +bB) - (aA taB+bA †bB) _„ 


2 2". 2 4 
aA +bB -aB -bA  a(A - B) + b(B - A) 
Nn -cuaann s.s.c.-=...: 
(a - b)(A - B) 


= —— 2 > 0°, Bất đẳng thức (* đúng bởi vì 


a -—b>0A-Bz>(0. 
2. Phương pháp sử dụng tam thức bậc hai 
Phương pháp này khai thác các tính chất của tam thức bậc 
hai, các định lí thuận và đảo về dấu của tam thức bậc hai. 
Ví DỤ 26. œ, b, c, là ba số cho trước, uới a2 + bˆ > 0, còn 
x, y là hai số thay đổi, nhưng luôn luôn thỏa mãn diều kiện 
ax + by = c. Chứng minh ròng 


cC6: 
a2 + h“ 
Giải, Vì a? + b2 > 0, nên trong hai số a, b, phải có Ít nhất 


một số khác 0. Ta có thể coi rằng b z 0. Từ ax + by =CŒ: 
rút ra 


x2? +y2 > 
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c ~ 85 
vn xa. bSỐ ° 
do vây 
= c — ax)^ | | | _ 
X {y2 m'/Z + À b2 ~ “i3 [ (42 + bề) xÈ ~ 2acx 


Tam thúc bậc hai 


f(x) = (a2 t bf) x2 - 2aex + cŸ 


đạt giá trị nhỏ nhất 


min Í(x) = f(x.) := dƯỚG, ” = Tang 


nên ta suy ra 


4- c”]. 


Cách giải khác. Vận dụng bất đẳng thức Côsi - Svacxơ 


ta được 


(Bunhiakôpxki) cho hai cặp số, 
(aˆ + b”)(x2 + y^), 


“ = (ax + by) < 


CC = 

¬ sh 2 = e^ 
8uy ra x“ˆ + yˆ > ——. 
a2? + bệ 


VÍ DỤ 2.7. Chúng minh ràng uói a, b, c, A, B, C là những 


số tùy ý, ta luôn luôn có 
(aA + bB + cC)“ < ta” + b? + c2) (A? + B2 + C2) 
(Bất đẳng thức Côsi-Svacxơ cho hai bô ba số). 
Giải. Với mọi x € R, ta có 
(ax - A)“ = a“x? - 2aAx + A? > Q0, 
(bx - B)ˆ = bˆx? - 2bBx + B2 > 0, 
(cx - C)“ = c?x? - 9cCx + C2 a 0. 


Cộng các vế tương ứng, suy ra 


(1) 


f(x) = (aˆ + bˆ + c2)x2 - 2(aA + bB + cC)x + Aˆ + B + C2 > 0 


với mọi x € R. 
liệt co cờ 


Cố Hư” sứ đau bật CS ck© .“. 


—> ĐÀ 


Nếu a2 + b + œ° = 0, tức là a = b = c = 0 thì bất đẳng thức 
(1) hiển nhiên đúng (cả hai vế đều bằng 0). Nếu a? + b? + c2 > 0, 
thì f(x) là một tam thức bậc hai, luôn có giá trị không âm, vậy 
cố biệt số (thu gọn) A' < 0, tức là 

(aA + bB + cC)“ - (a? + b? + c2) (A2 + B2+ C2) <0, 
từ đó suy ra (]). 


VÍ DỤ 2.8. Các số a, b, c, d, p, q thỏa mãn điều hiện 
p? +q?- a2 - b2 - c2 - d2 > 0, 
Chứng minh rằng 
Pq ~ dế” bởd' >(ƒ - 6 c=b)(q .-(c ad). ˆ (2) 


(Ghi chú : học sinh nên so sánh với bài toán trong Đề 53, 
bộ Đề thi Tuyển sinh, cùng lời giải) 


Giải. Điều kiện đã cho có thể viết dưới dạng 

(pˆ - aˆ - b) + (q2 - c2 - d?) > 0. (8) 
Nếu 
~ hoặc pˆ - a? - b“ < 0 (khi đó theo (3), q? - œ? - dˆ z> 0), 


- hoặc qˆ - cˆ - d2 < 0 (khi đó theo {3), p2 - a? - b2 > 0), 
thì bất đẳng thức (2) là hiển nhiên, vì có vế phải không dương. 


Do vậy có thể giả thiết chẳng hạn 
pˆ - a2 - b“ >0. (4) 
Từ giả thiết này suy ra p # 0, bởi vÌ pˆ > a“ + b“ > 0. 
W(+) Do sự gợi ý của (4), ta hãy xem tam thức bậc hai 


j liị : 

Cả uể e fx) = (pˆ - a7 - b?)x” - 2(pq - ac - bd)x + (q2 - cˆ - d') = 
| _ =0). (A5. 7).- (Dx.= d)“: 

is vê" 

D.OIT" Đạt „ = + Tn có 

- hi 45 p 

2 46 Â f(œ) = - (az - e)2 - (bz - d)2 < 0, 

+(»)- vậy (p2 . a? - b^) f(x) < 9. xƑ ạt lIU ` 


Theo định lí đảo về dấu của tam thức bậc hai, ta suy ra 
f(x) phải có nghiệm (phân biệt hay trùng nhau) (và œ thuộc 
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đoạn xác định bởi hai nghiệm), tức là f(x) phải cố biệt số (thu 
gọn) A' > 0, hay 

Â' = (pq - ac - bd)^ - (p2 - a2 - b?) (q2 - c2 - d?) >0, 
đó là điều cân chứng minh. 


ở. Phương pháp sử dụng nhứng bất đẳng thức trung gian 

Để rút gọn phép chứng minh một bất đẳng thức, rất nên sử 
dụng một số bất đẳng thức (đúng) đã biết. Chẳng hạn, trong 
cách giải 2 của bài toán ở Ví dụ 2.6, ta đã sử dụng bất đẳng 
thức Côsi-Svacxơ cho hai cặp số (a; b), (x; y) mà mọi học sinh 
đều biết, muộn nhất là ở lép lô. 

Sau đây ta xem vài ví dụ thác. 

VÍ DỤ 2.9. Cho Œ,, Œ›, ..., 0„ là n số dương, uói tích 
a,d;.. „ = I. Chứng mỉnh 

(a„ + a;) (a; + a;)... (a„_, + a„) (a„ + “,,) >2. 

Giởi. Ta vận dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số không âm 

CV 1P 


a +b > 9'ýab, 
và được 
ai +a, > 2Vaa, 
A; +ay > 2Ýa¿a, 
aạ †a¿ > 2Va,a, 
RẺ > 2a sa. 


la +a, > 2Ýa,a,. 
Nhân các vế tương ứng của n bất đẳng thức này, thì được 


(a; + a›) (a, + Ra)... (ng + An) (A, + ai) > 
> 2'V(aya...a.)“ˆ = 21, 
VÍ DỤ 2.10. a, b là hai số dương cho trước, còn +, y là hai 
số dương thay đổi, thỏa mãn điều kiện 
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Hãy tìm gió trị nhỏ nhất của tổng SŠ = x + y. 
= min Š nếu ta 


Œiii Nhân xét rằng chỉ có thể kết luận m = 
chứng tỏ được ràng: 

1) 8x lẻ Yy am 
với mọi x, y dương thỏa nản điều kiện (9); 

2) chỉ ra được hai giá trị x, y_ của x, y sao cho x + y_ = m 
(Ghi chú : nhận xét trên là đường lối chứng minh giá trị 
nhỏ nhất, lớn nhất, của một biểu thức hay của một hàm số). 


Bưóc I1. Ta có 


S0AtES IS 
vậy 

Ýa + Vb)? = Nói +3|} Wy)ˆ< 
( xã: X9 ựSC ¡ ti dàcS}k 


< (3 +2) (x +) =x†+y. 


(6) 


ở (6) nếu ta có 


Bước 2. Dấu = chỉ xảy ra 
A ys CĐ, 
XÀ s}t S v2.2 
x Tỷ S1 VC Ở VẢ, 
x= ta 
“”Ìy = týb. 
Giải hệ 


lÍ 
--Ầ- 
° 


<S #⁄ w|m 
|| 
¬ià 
& | 
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ta dược 


t = Va + Vb 
x = Ýa(Va + Vb) 


y = Vb(Va + Vb). 
kế? luan. Giá trị nhỏ nhất m của tổng x + y là 
_m = (Va + Vb), 
đạt dược khi x = Ýa(Va + Vb), y = Vb(Va + Vb). 
VÍ DỤ 2.11. Chúng mình ròng uới bu số da, b, c tùy ý, ta 
luôn có 


1 
ab + be + ta < s(a +b + c)^, 


Giải. Bất đằng thức cần chứng minh tương đương với 
3(ab + be + ca) < (a +b +c)2 = 
= a^ + bˆ + c2 + 9(ab + be + ca) 
ab + be + ca < aˆ + bể + cý, 
Bất đẳng thức này đã được chứng minh ở ví dụ 2.4. 
4. Phương pháp phản chứng 


hay 


VÍ DỤ 23.13. Chứng tỏ rằng nếu ba số q, b, c thỏa mãn diều kiện 


g +:b¿# ec>.0 (7 
qb + bc + ca > 0 (8) 
| aböc > 0, (9) 


thì a, b, e là ba số dương. 


Giải. Giả sử trái lại, trong ba số a, b, e có (ít nhất) một số 
không dương. Vai trò a, b, c ngang nhau, ta có thể coi rằng 
a < 0. Nhưng theo (9), a phải khác 0, vậy a < 0, và ta cớ 
be < 0. Theo (8) 


a (bồ +e€c) = ab + ca > - bc > 0Q 


mà a < 9, nên b +c < 0. Với a < 0, b + c < 0 suy ra 
a +b#+c <0, trái với (7). 


Thành thử cả ba số a, b, e phải là dương 
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VÍ DỤ 2.13. a, b, c là ba số thuộc khoảng (0 ; 1). Chứng 
minh rồng trong ba bất đảng thúc 


| I | 
a(1 2Ì ý: "`... CÍA ho, CÓ cac 


phải có ít nhất một bất đẳng thúc sai. 


Giải. Giả sử cà ba bất đẳng thức đều đúng. Nhân các vế 
tương ứng, ta được 


a(1 - a). b(1 - b). c(1 - c) > mi (10) 


Vì a € (0; 1), nên a và l - a là hai số dương : áp dụng 
bất đẳng thức ôsi cho hai số ấy, ta được 
— : + 1<A 1 1 
Wa1=a) < ®“~©—” =;= ad =a) =: 
Lập luận tương tự cho b và c, suy ra 
l 


AI — 4A). ĐI 'bì. CÁ s@c) <6 7, 


mâu thuẫn với (10). 


5. Phương pháp quy nạp 

Phương pháp quy nạp được sử 
thức có sự tham gia của n, với tính 
dương tùy ý, hoặc số nguyên dương lấy 
từ n.. 

VÍ DỤ 9.14. Chúng mỉnh ròng nếu q 
nguyên dương n, (q đều có 

(1 + a)” > 1 + na. 


dụng khi trong bất đẳng 
chất là một số nguyên 
mọi giá trị bất đầu 


> — 1, thì uói mọi sỐ 
(11) 


(Bất dẳảng thúc BecnulÙt) 
Giải. Với n = 1, (11) hiển nhiên đúng. Giả sử (11) đúng với 
số nguyên dương n = k, tức là 
(1+ a)F > 1 + ka. 


16 


Nhân hai vế với số dương l + a, ta được 
(1 + a)*f! > (1 + ka)(1 +a) = 1 +(k + l)a + ka? > 
> 1 + (k+d l)a, 
vậy (1l) đúng với số nguyên dương n = k + 1. Theo nguyên 
lý quy nạp, (11) đúng với mọi số nguyên dương n. 

VÍ DỤ 2.1ã. Chúng tỏ rồng nếu a, b là hai số tùy ý, thỏa 
mãn điều biện a + b > O, thì uới mọi số nguyên dương n, ta 
đều có 

o+bn œ1 +ÐP" 
lơ n— (12) 
(Ghỉ chú : hếy' so sớnh uới VỆ dụ 2.3). | 
Giới. Với n = 1, (12) trở thành đẳng thức đúng. 


Giả sử (12) đã đúng với số nguyên dương n : ta cần chứng 
minh nó đúng với số nguyên dương n + ]. 
a +b 


Nhân hai vế của (12) với số (> 0), ta được 


ve: ®. 2'b®\eha (37 b 
t®>triE' vứt 2 MP PC 


an*l + pn†l + anh + ab"? 


4 
ahCL0pn (1. sat ph — ah — aặọn 
2 x. TT ƯNGẼ?Ẽx 
_ a"”'+b?”! (a—b)(a" — b?) 
2 3 ` 
Th sẽ có kết quả cần chứng minh, nếu chứng tỏ được rằng 
(a - b)(a" - b?") > 0, (18) 


Quả vậy, vai trò các số a, b ngang nhau, nên ta cớ thể coi 
rằng 


$ 
\ 
= 
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Lại vì a + b > 0, nên 
8”>.—s°b, 


? 


SUY Ta 


và ta được (18). 

(Ghi chú : nếu n là số nguyên dương chãn, thì bất đẳng thức 
(12) đúng, không cần giả thiết a +b > 0, bởi vì (19) đúng với 
n = 2 (Ví dụ 2.3), sau đó ta tiến hành phép quy nạp theo các 
số chẵn, tức là đặt n = 2m và quy nạp theo m € N}). 

VÍ DỤ 2.16. Chứng minh rằng 

lï 
_z =) <3 (14) 
n 
UỚới mọi Số nguyên dương n. 

(Ghi chú : Hiển nhiên không thể quy nạp trục tiếp theo n, 
mà cần phải tìm một cách giỏi quyết thích hợp). 

Giải. Bất đằng thức (14) đúng với n = l, n = 2 bởi vì 

V1 12 9 
— — +. = ~= >" . 
+) =2-< 3. (UA z) <5 

Vậy ta xét n > 3, và chứng minh rằng : với mọi số nguyên 
dương k thỏa mãn điều kiện Ì < k < n, ta có 

k2 


(I t2) <1 tt. (15) 


Với k = n, thì (15) trở thành (14). 


Để chứng minh (15), ta sử dụng phép quy nạp "hạn chế”, 
tức là cố định n (n > 3), và xét các số nguyên dương k, với 
1 Ắ.k <.n. 

Với k = 1, (15) trở thành 


l ] 
li +~+—.. dúng| 
n n n 
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Giả sử (15) đúng với k (1 < k < n - l), ta chứng minh 
(15) đúng với k + I1. Ta có 


Ú ni) 1 S0) 2< 


| k2 
“ẤP n0 
kh ho Đk k 
XS in nˆ n 


Dể chứng tỏ rằng (lỗ) đúng với k + 1, ta chỉ cần chứng tỏ 
t6 xa.) 
—.— tt << -—-- 
n^ˆ nỶ n“ 
nk? + nk + kỉ < n (k? + 2k + 1) 
©kˆ < n (k+ ]). 
Bất đẳng thức này đúng vì k < n - 1. 


hay 


6. Phương pháp đạo hàm 


Phương pháp này dựa vào tính đồng biến, nghịch biến của 
hàm số trên một khoảng. 


VÍ DỤ 2.17. Chứng minh rằng 
2 
* 


LkCG6 5, Sâm UỚi mọi x G R` 


2S son vn UỚL TLỌI X > Ô, 


Giải. Học sinh tự chứng minh bất đẳng thức 
”ìn x < 3 (x > 0) 
dựa vào định nghĩa của hàm số sin. 
1) Xem hàm số 


x^ 
Í(x) = cosx - (1l - 23 (x € R) 


đây là một hàm chẫn, có đạo hàm 
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f(x) = - sinx +x > 0 khi x > 0. 


Vậy f(x) đồng biến trên [0 ; +œ), suy ra f(x) > f(0) khi 
x >0. Vì f(0) = 0, nên ta cớ 


hay x? 
COS X > ] - r3 (16) 


với x > 0. Vì f(x) là hàm chãn, nên (16) cũng đúng với x < 0, 
suy ra (16) đúng với mọi x # 0. 
2) Xem hàm số 


Ø(X) = sinx - (x = 'S) 


cố đạo hàm 


Ø(x) = cosx - L - = = (x). 


Theo kết quả trên, ta có f(x) > 0 khi x z 0, vậy g(x) là 
hàm đồng biến trên R. VÌ g(0) = 0, nên ta có khi x > 0 
: x 
Eg(x) = sinx - (x = =) > g(0) = 0 
hay 
x3 
sinx > x - = - khi x > 0. 


VÍ DỤ 2.18. Giải lại bài toán ở VÍ dụ 2.15 bàng cách sử 
dụng dạo hàm. 


Giải. Dặt 
+b 
Ca 2z... đc m=amnnl 120.5. 7-0 ` .b 
2 Ø £ v4 a6 S5“. 2 ' 
Hình ï thế thì (Hình 1) 
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= = + 
a 2 + 2 C T., 
b a +b 8%—JÐ lẠ 

Tin. Ti 


do vậy 
a" + b? = (c + x)" + (c - x)n, 
Bất đẳng thức (12) cần chứng minh, trở thành 
(C( + x)”" † (đc - x)" > 2ch, 


Nếu c = 0, thì bất đẳng thức hiển nhiên đúng, dẫu số nguyên 
dương n là chẵn hay lẻ. Vậy ta chỉ xét trường hợp c > 0, 


Dặt 
fx) = (c +x)"+(c- x)" 
đó là một hàm chẵn, với f(0) = 2en. Thành thử ta sẽ có kết 
quả cần chứng minh nếu chứng tỏ được rằng : ƒ(x) !à một hèm 
đồng biến trên (0 ; +e), 
Hàm f(x) có đạo hàm 
f(x) =n[(cầẰ+x)n-1_ (C = x)n + 1] 


Loại trừ trường hợp n = 1 quá hiển nhiên, ta xét n > 2, tức 


là n - 1 là một số nguyên dương, và chứng tỏ rằng f({x) > 0 
khi x > 0, tức là 


(ẳầ + x)n~ 1 s (cC - x)n~ ! (17) 


Quả vậy với x > 0, ta luôn cé 
CỶđx >ec~—x, 
\Ni(Ctx) ?(oc-x  = 2o Ú, nên ta cũng có 
CỶx >—=(c—x), 


Kết hợp hai kết quả trên, ta được 
e'#®x 31c |, 
từ đó suy ra (17) bởi vì n - 1 là một số nguyên dương. 
VÍ DỤ 2.19. Ba số dương x, y, Z thỏa mãn điều kiện 
x/ + yˆ.+z2 = 1. 
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—_—=~- -<.——-x* _—_ Hye 


Chúng minh 
F2 3/3 


1 À/ 
2+2, Z21%x2 xiy” 2 
Giải. VÌ x2 + y2 + z2 = l1, nên bất đẳng thức trên có dạng 
X Y Z 3/3 
1 — xŸ l — y? T1? z X g2. 
hay _ ĐO + ST 1onn +: ———— z. > 343 
x(l — x2) y(l - y2) z(Ì - z”) ng" 


Để ý rằng từ điều kiện của bài toán, Suy ra 
U< xY, 2S < 1, 
Xét hàm số 
f(t) = 
Hàm số có đạo hàm 


t(1 - t2), với t € (0 1), 


Ế() = 1 - 3t 
vậy trên khoảng (0 ; 1) có bảng biến thiên 


3 


l 
: 

3ý3 
LÊ TC 


Từ đó suy ra 
2 2 
_— 3Y% BỈ vViÊU đón thị, 


X 
lư 2 
y(l -— y') 


x(l — x') 
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| 
dấu = xảy ra khi x = y = z = FEì (thỏa mãn điều kiện 
x4. +y?2 + z2 = 1). 


VÍ DỤ 220. Giả sử x > y > z > 0. Chứng minh 


Giải. Bất đằng thức tương đương với 
kyˆ + y322 + z3x? > xyz (x? + y2 + z2). 


Chia cả hai vế cho y, và đặt u = ,„ thì 


và ta cần chứng minh 
u2 + v2 + u2v3 > uy (uˆ + 1 + v2) 
hay 
u(1 - v) + u2v? - uv(1 + v2) + v2 > 0. (18) 
Nếu v = l, thì (18) trở thành bất đẳng thức đúng. 
uˆ — 2u + 1. ^0. 
Vậy ta cố định v, với 0 < v < I1, và xét hàm 
f(u) = u3(1 - v) + u2vỶ - uy (1l + v2) + v^ 
với u € [l ; + œ). Th có 
f(u) = 8u^(1 - v) +-2uv3 - v(1 + v2) 
f”'(u) = 6u(l - v) + 6vỶ > 0, 
suy ra f(u) là hàm đồng biến trên [1 ; +œ), Vì 
(1) = vì - 4v +3 = (v- 1)(v?+v - 8) > Q 
bởi vì 0 < v < I1: Suy ra f(u) > 0 trên [1 ,„ +œ), và f(u) là 
hàm đồng biến trên khoảng đó. Vì 
f(1) = vˆ - 2v +] >0, 


nên f(u) > 0 với u € [l ; + œ). Thành thử với u > 1 >v >0, 
bất đẳng thức (18) đúng. 
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BÀI TẬP 


1. Chứng minh rằng nếu a, b, c > 0, thì ta có 
SỐ, Ð càng v2 v2, 2 
be ca nh hbmcC: 

¿. Chứng minh với mọi số a, b 
8a. +b2+1>a+b +ab. 

ở. Chứng minh với mọi số 8, b, c 

a2 | 

Tợt + bˆ +c2z 2bc + ab — ac, 

b) a“ + bÍ + c2 +1 z> > 2a(abˆ - a +ec + ]). 

4. Chứng minh rằng nếu a, b, c là độ dài ba cạnh của một 

tam giác, thì ta có 

a) a2 + b2 + c2 < 2 (ab + bc + ca), 

a ở b _ ĐC 
bđec a +ec a +b | 
9. Giả sử ab = l, a > b, Chứng minh 

a2 + bể 


b) c 12, 


=_ >'.2V2/ 
| a : 

6. Giả „CC? LIÊ¿ l. Chứng minh 
2a + ] 
ễT==..a 
4b(a — b) 

7. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n > 2 : 
1* .Ở 1 X22 iấU 2215 l 
-c 4w Ÿ244:2m {3n + 1 ' 

: nIời dc cày 

M22 ý 32 nˆ 

lÍ | Ẵ I _ lộ Sàn in: 
Ji n2 120 00 4. 
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8. Chứng minh rằng nếu x > l và n 


(1 + x)" z> 1+ 


9. a) Chứng minh 
l 1 TT GÀI 


)}— —— 
—== —_ — _—— 


25913 274g 


b) Hãy suy rộng kết quả trên. 


| 


999 


1 
Sen 2 
1000 “ 5: 


10. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n > I1 


] 


a) (+g)('*z)( +xe) cộu 


] | 


Ð (1*2)(1*g)(1.+2) -- 


tà 
(1+ 


| 


n(n + 2) .— 


2 


nín + 3) 


11. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n > 175Đ 


nP * 


Phi 


— 
12. Cho n số a, 2 ÔÖ (i = 1, 2,...n) có tổng "8ì no. 


\ LẠ N TÊC 
Chứng minh 


(1 -— a¡)(1 - 82)... (1= a.) > 


18. a, b, e là ba số thuộc đoạn [0 ; 2] có tổng a +b +c 


Chứng minh 


aˆ +bˆ + c2 < 5, 


<âi  cỒ OP x € 


cm < 


(na + 1)P*] 


p+†+ 


s 
Ä 


14. Chứng minh : với mọi số thực a, b ta đều có 


a +b a2 +? a3 + b3 


cm ST IS ]——nH. ˆ “®smTï-..mm=szrsz.-==ễS TP. 


day 2 2 


a' + bế 


2 


15. a, b, c, d là bốn số dương thỏa mãn điều kiện 
a2 + b + c2 + đ? = ]. 


Xác định giá trị nhỏ nhất của biểu thức 


+ 


đ. 
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a b C d 
bˆ†c†+dˆ a2+c2+d? a2+b2+d2 a2+b2+c2 
16. Ba số dương x, y, z thỏa mãn điều kiện 
x1? Y)à z >0. 
Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n, ta đều cớ 


`. nợ v cọ ‹ 
TỦ: —— + —aÝm xhrríy8 Liợn 
Z X V 


17. Hãy tìm hằng số C„ nhỏ nhất, phụ thuộc vào số nguyên dương 
n > 2 sao cho với mọi số dương Ai, 32, ..„ a,, ta đều có 


(a, at ta) C- (a¡a› MP) U V00 12 NANN É MÀ 


18. Cho n số X, ( = 1, 2,.., n) thỏa mãn điều kiện 


Lấy a, b là hai số, với 
a < min x, b > max X\. 
I <k<n I<k<n 


Chứng minh : 


lÍ 
ab + — x4 <Xa +, 
n l 


19. x, y là hai số dương tùy ý. Đặt 
= max {ÍX ; V ; TIM 56v): 
Tìm giá trị nhỏ nhất của A. 
20. x, y là hai số dương tùy ý. Dặt 
B H { ° sự s 3 + LÃ } 
= min {x;y; - y0: 
Tìm giá trị lớn nhất của B. 
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Chương II 
NHỨỮNG BẤT ĐẢNG THÚC ĐẠI SỐ QUAN TRỌNG 


Như đã nói ở Chương I, để rút gọn phép chứng minh bất 
đẳng thức, ta có quyền sử dụng những bất đẳng thức trung 
gian mà "mọi người làm Toán" đều biết (và phải biết). Chương 
lÏ này giới thiệu các bất đẳng thức quan trọng nhất, đó là bất 
đẳng thức Cồsi, Côsi - Svacxơ, Tsêbưsep, Becnuli cùng cách vận 
dụng các bất đẳng thức ấy thông qua một số Ví dụ. 


§1. BẤT ĐĂNG THỨC CÔSI 


1. Bất đẳng thức Côsi 


Với n số không âm ai, A2, ...., a,, ta luôn luôn có 


n 
dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi 8, =8; muếc = N.. 


Nhận xét. Hiển nhiên chỉ cần chứng mỉnh bất đẳng thức 
Côsi cho n số dương BỊ, 82;.... Bọ, 

Chứng minh. Ta chứng minh bằng quy nạp, nhưng đây không 
phải là kiểu quy nạp thông thường, mà là quy nạp kiểu Côsi, 
gồm các bước sau : 

Bước I (bước cơ sở) : chứng minh bất đẳng thức đúng với 
n = 2: 


Bvóc 2 (bước tiến "nhảy vọt") : giả thiết rằng bất đẳng thức 
đã dúng với n, trên cơ sở đó chứng mình rằng bất đẳng thức 
đúng với 2n. 
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(Nhận xét : với kết luận ở bước 1 và kết quả ở bước 2, ta 
thấy bất đẳng thức đúng với n = 2, 4, 5116...) 

Bước 3 (bước lùi "lấp chỗ trống") : giả thiết rằng bất đẳng 
thức đã đúng với n (n > 2), trên cơ sở đó chứng minh rằng 
bất đẳng thức đúng với n - 1. (Nhận xét : sau bước 2, ta biết 
bất đẳng thức đúng với mọi n = 2 (k tùy ý), thì bước 3 cho 
hay bất đẳng thức đúng với mọi n < 2 mà k tùy ý, nên bất 
đẳng thức đúng với mọi số tự nhiên n > 2). 

Có thể minh họa sơ đồ lập luận ở các bước 2 và 3 như sau - 


Â/zc J 


ÈJ-5  n.} 7-ƒ 
| / 
“⁄ZvÊ 


Hình 2 
la hãy trở về phép chứng minh bất đẳng thức Côsi theo 3 
bước đã nêu. 
Bưóc 1. Với n = 2, bất đẳng thức Côsi đã được chứng minh 
trong SGK ĐSŠ 10. 
Bước 2. Giả sử bất đẳng thức đã đúng cho n số không âm. 
Xét 2n số không âm 


8i 82 y- s.2—8., 


Dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi ta có 


2B 


c1 TH hái .W 
::' =..,. =(£ “” v *ư thuốc PS 


' .... 
Bước 3. Già sử bất đẳng thức đã đúng cho n số không âm. 
Lấy n - l số không âm : a,, 42, .., 4a... Đặt 
8n +a, TS. T8. 


an = ni — (Ga, > 0). 
Th có 
1 ân +, TÊN ñ 
se ÂU .._ ] 
> , 
hay 
ai Ta, +... ta _¡ 
n~ Ì 
Nâng cả hai vế lên lũy thừa bậc n, ta được 
8ì, 08 P... TẠNG cả: tát y.. CA... 
K x-=n. 


Vì chỉ cần xét trường hợp a: +a, +... +a, ¡ > 0, nên suy 
ra : 


jˆ 


„ b7wx Đ3ết Ai hy 


rồi lấy căn bậc n - 1 của hai vế, thì được 


c. +..: TA; 
n~=l 


Hiển nhiên dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi 


Ta lv ni 


AI Y 3” `6N lẽ %x” n~=]l 
29 


ân A2 ¬-..". 


Ghi chú : Ở bước 3, ta có thể lùi từ 2n xuống n +1. 
2. VÍ dụ áp dụng 

VÍ DỤ 1:1. Cho n số dương Œ;:.( =rl?-9,:34,\ n). 

Chúng mỉnh 


l | l 
(đ} dd; +s...+ đ°) (GwESa= che láct =—) > n2. 


l đ› " 
Gidi. Ta có 
SE CV TƯ TU Ko In N 
1 1 l n 
Am... .=.....a..nẽeẽ.-..- 
¬ “ˆ ân VaTa Sa” 


Nhân các vế tương ứng, ta được bất đẳng thức cần chứng 
minh. 
VÍ DỰ 1.3. a, b, c là ba số dương. Chứng mình 
đN tà b [tt Chó ~ Ổ 
b”+c cđa a +,b.. 2` 
(bất đẳng thúc Nesbit cho 3 số dương). 
Giải. Sử dụng kết quả ở VÍ dụ 1.1, ta được 


a b C 
— 


_ + 
ĐC x tý 2 #àcSz1e 
a 


C 
b C 
M00) 0(cia!1) tt (ao gé.L)-- 5 =- 
] | | 
N00 0 ốc ctra ba 


= g[lA +b +®b+© +€+ 2Ì [xzp *p+e † z+a| =öä> 


V 


_ 
3h 
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VÍ DỤ 1.3. Chứng tỏ rằng trong mọi tam giác, ta dều có 


pŸ 


Sì<K 
3/2 


(S là diện tích, -2p là chu Uu¡ của tam giác). 


Giải. Gọi a, b, c là độ dài ba cạnh của tam giác, thế thì 
a + b †+c = 2p (và nhớ rằng p - a, p - b, p - c là ba số 


dương). Theo công thức Hêrông 
S2 = píp - a) (p - b) (p -c), 
ta có 


(58) 0200510) 6 ÚC] 3e Đại 
na. 5s 


Để ý rằng dấu = chỉ xảy ra khi p - a =p-b=p-c, 


hay a = b = c (tam giác đều). 


VÍ DỤ 1.4. Từn giá trị nhỏ nhốt của hàm số 


Ki hệ” 
ƒx) = x?+ 


+” 


trên khoảng (0; +»). 


Giải. Với x > 0, ta có 


.sÑ _ 
V 


| 1 
f(x) aX MỸ Vé An 


Dấu đẳng thức xảy ra khi ta có 


l 1 
—x”Ở = —c—>x = 3c>x = Y3. 
Ñ) xỏ 
Vậy 
n Tụ) = 
mn X) = _ = 
x € (0; +») 3ï 


jl 


Ghi chú 


1) Học sinh cần học tập "thủ thuật" trên để vận dụng được 
bất đẳng thức Côsi 
2) Sau khi đã có 


5 
Í(x) > Krrẻ 


để chứng tỏ rằng là giá trị nhỏ nhất của f(x) trên khoảng 
(Ú ; †=), cần chỉ ra dấu = xảy ra với một giá trị nào đó của 
biến số x (ở đây x = {27). 

ở) Học sinh có thể dùng công cụ đao hàm để giải bài toán 
này. 

VÍ DỰ 1.5. Tìm giú trị lớn nhốt của hàm số 

+) = + (2 - x)° 

trên doạn [0 ; 2}. 

Giải. Biến đổi 

f(x) = ¬ _ (š x)”@ — x), 

rồi áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 8 số không âm : 3 số bằng 
h x, ÐO số bằng 2-x, ta được 


fx) <S — 


_ 8 
ø |8 ÍP (Ä») +sø ~z]|| - 


SE U Du SẺ ung 
sa 

Dấu = chỉ xảy ra khi 8 số trên bằng nhau, tức là 
_ Ỏ 

q = 2—-x€e>x= Á' 


3 
(thích hợp vì ~ € [0 ; 2]). 
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(Học sinh cần ngẫm nghỉ các ghi chú ở Ví dụ trên, áp dụng 
cho bài toán ở Ví dụ này). 


3. Số`e 
Số e có vai trò quan trọng trong Toán cao cấp. Như đã biết 
trong SGK ĐS và GT II 


Ívn : _ 
ø = lim (1 + -) = 2,71328 18284.. 
n 
n >> ‡* 
số e được dùng làm cơ số cho một lôgarit, đó là lôgarit tự nhiên 
ln x = log x Íx > 0). 

Tuy nhiên SGK #)S và ŒT I1 yêu cấu công nhận sự tồn tại 
của số e, một phá¿ minh quan trọng của Toán học ở cuối thế 
kỉ 16 - đầu thế lủ 17. 

Theo chuẩn mực của Toán học hiện đại, học sinh yêu Toán 
cần biết rõ hơn quá trỉnh đi đến số e. 

VÍ DỤ 16. Chứng mình rồng dãy số 
} 
n 


U= ụ + b (TL = I2...) 


là một dãy số tăng, túc là 


„ Suy .<S.....< u, < U 


Hình 3 
Gidi. Tà cần chứng minh 
1 n | n†l 
+_— | = 
ụ =) < ụ + T3 1) (n hi ) 
Ấp dụng bất đẳng thức Côsi cho n + l số dương không đồng 
thời bằng nhau 


l l 

La TU À Z n 
n n n 
n số (bằng nhau) 


J3 


ta được 


hay 


'vuâm AI TM 


Nâng cả hai vế lên lũy thừa bậc n + 1, thì được kết quả cần 
chứng minh. 
VÍ DỤ 1.7. Chứng tỏ rằng dãy sỐ 


"ả— (1 + ¬' 2: độ AI, 


H 


bị chặn trên, túc là tồn tạt một số M sao cho 

1 

¬ < M 

n 

uới mọi n = 1, 2,... (Hình 3). 
Giải. Đây chỉ là kết quả đã 

Chương l : 


chứng minh trong Ví dụ 2.16 


ụ ¬ì < 3 với mọi n = Ì, 2,.... 


Kết luận. Dãy số 


có tính chất : 
mỳ, <4 CS C300) G3 GA san 
Toán học cao cấp đã chứng minh : 
"Nếu (u,) là một dãy số tăng và bị chặn trên bởi số M 


NN.. - <0. sua ¡<< 


thì dãy số đó có giới hạn hữu hạn L 
L = lim u,. 


n— +» 
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Suy ra kết quả : 
| : _ 
Dãy số u, = ụ sĩ , (n = 1, 2,..) cố giới hạn hưu hạn 


°e = ""m í + ¬" 


nñ —> +đwœ 


4. Bất dẳng thức Côsi mở rộng 


Sử dụng khái niệm lũy thừa với số mũ hữu tỉ, nếu 
a;, a„,...., an là những số đương, thì ta có thể viết bất đẳng 
thức Côsi dưới dạng 

ĐỘ Ổi | 


n n 
ai 3;.... a 


Người ta mở rộng bất đẳng thức (3) như sau : 


1 
n 
n 


1 
2- TUẦN bến XAAI 


1 _ 
HH KP NON. 
n n 


Mỏ rộng bước 1 


Giả sử a;, a›,.., a, là n số dương tùy ý, và rị, r„,... r, là 
n số hữu tỉ dương có tổng bằng I1 

Tá? vổ JesýWad T ^= 1 
| Thế thì 


\ _—T¿ . _ | 
8, 8)... a. & ray + ray tỉ..tra, (4) 
Dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi a; = a, =... = a,. 


Chứng mómn›+h. Viết các số hữu tỉ dương rạ, T„,..., r„ dưới 
dạng phân số, gọi M là mẫu số chung của chúng, thế thì ta có 


Kong —? R, 
J1). = MS 2S 0M. 2n N 
với 13), tin) +. +tm =M, 


Xét m, số đương ai, m„ số dương a.;..., m„ số dương a, 
(cả thảy có M số) : áp dụng (3) thì được (4). 


Mỏ rộng bước 3 


Si 


(3) 


BH  .... ..ẽ.ẽẻẽvẻẽ —— —— 


Giả sử a,, a.,..., aa là n số dương tùy ý, VÀ đi, đ¿,..., Q 
là n số thực, dương có tông 
Œ\ + Ô.ằẲẰ^ +... đn = ] 


Thế thì 


Ta có thể hình dung quá trình chuyển từ (4) sang (5) bàng 
cách "xấp xỉ" các số thực dương ơi, đ›, .., œ, bởi các số hữu 
ðI 6W@WY2 Gg, oxy BS (G6090 lv. 1), và cho rị —> ai, 


=> (Y _—> 
¬ đủ; .... Kn “. 


Ỏ Chương III, ta sẽ thấy một cách chứng minh bất đăng 
thức (5) dựa trên khái niệm hàm số lôi. 


VÍ DỤ 1.8. Cho x,, x„ x; là ba số dương, 0à 
JJ  G]Ị2)  Gjyt) | QuyXy 
202171 0)2212 (LIẠC27~7 
⁄3 = 0y; + đ;X2jj} Œs3x; 
UỚI q,, (, j = 1, 2, 3) là những số thực dương, thỏa mãn các 
diều hiện 
(ÚG),lSH đ.; + đe £ ,av(s=`1, 2,3) 


+ “ + Œy/ = ] (J 
Chúng mình rằng 

91⁄2Y3 PA 1250: 
Giác, Th có với | = Lá, ó 


Ä.. 1. 
H 2 ¡3 kế 
XỊ X; Xị < AjXi T A,2X2 T 8X; = ÿY: 


Nhân các vế tương ứng của ba bất đẳng thức này, thÌ được 


ñ. 11Aa..1+a..0:a 
11 21 Ji v 1 


„†a,†as, ai Ta,y Tây 
XI 5 X 


< yIY2Ÿa 


hay XIX2X; < VIY2Ya: 


36 


VÍ DỤ 1.9. Cho n số dương xạ, x„...., x„ thay đổi, nhưng 
luôn luôn thỏa rmnản diều kiện 
1; +12 Hài 0n lò 


TIm giá trị lón nhất của biểu túc 


q. q- sói 
tụ +3 “ẤP X? 


trong đó a¡, a„.... a„ là n số dương cho trước. 
Giải. Dế ý rằng một mặt ta không có điều kiện a, + a, +... 
„ an = | để áp dụng ngay bất đẳng thức (5), và mạt khác 
cần biến đổi thích hợp để vận dụng được điều kiện x, + x„ + 
+... † X..= f1: 
a 


TẾ 22 : : 
(roifa=nna. + 8.2 +... † 8, đặt D, sử (1= 1.2... n), 


| 


thế thì b,, b„,..., b_ là n số dương có tổng bàng I1. Do vậy 
theo (5) 


“iếp Tội, XP 6 bị b„ bạ 
" Tp S00: C9069 Si S28 ở an 
ai = “ “ 4a = -. 
lã—- | 
TL NT xu ok -: vã Xz) = 
3 ~_ n lệ Ì 


=.” 


Nâng cả hai vẽ lên lũy thừa với số mũ a, ta được 


X X + 
KF l=l "a cớ: k_, 
An m An aA 
hay 
n. 6 ñ n 1 An. la 3 

l 2 n | b¿ ". 

- _— — Ế 
Xị X› “ ` 8 Ân —== “ Mi a» 'lB.8 ã qn & 


Dấu đẳng thức xảy ra khi 
XI +Ð `. 1¬ 1®... ốẽế6.=l 


2 n 
X\ *. _ *n 
qì 8, Bn 


ở? 


`1... ca 1P, diệu thösigc sùi KH về, 

ai A› 8n ai †+a, + ` ˆ& TẾT 
a, a, 

ThS 


`. sà 
^ = ^n 
đạt giá trị lớn nhất bằng 
lị â, 4â; Ầ_ 
¬a ai 4y... 8. (a = ai +a, + 
BÀI TẬP 
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. Chứng minh : với x, y, z > 0, ta có 


Đe<5 ph) 11?) > 8, 


Chứng minh : 
a) (I +) (1 +) L +) > 64, 
| l | 


b ——————  ———— d _—_ >z 
a2 + 9bc bˆ + Øca c? + 9ab 


Chứng minh 
| | | 


————#* ——‡+——> 
a2 + be b + ca c2 +ab ' 


. 8, b, c là ba số dương tùy ý. Chứng minh 


a?(b +c - a) +b2(œđ+a -b) +c2(a+b 


k¿ 
¬ 


— c) < đabc. 


. 8, b, c là ba số dương thỏa mãn điều kiện a + b + c < 1. 


. a, b, e là ba số đương thỏa mãn điều kiện a2 + b/ †+ cˆ < l. 


ò. aA, b, c là ba số dương lớn hơn 1. Chứng minh 


log, a log b log c 9 
ä4? B 2E € Ta sa pc 


6. Chứng minh rằng nếu a, b > 0 thì với mọi số nguyên k € 
2 ta đều có 
_—8\k K0 ai 
Wxhp)e+ q+,2]) > 2ktl , 
7. Cho n số a > 0 (1 = 1, 2,..., n). Chứng minh 


(° Tai (ạt a2)... (1 † &) > (1+ In e7 2a 


8. Cho n số a, > 1 (i = 1, 2,.... n). Chứng minh 
(aj - l) (a; - 1)... (aa - 1) < (ÑWaiya,...a — ])P 
9. a) Cho n số dương a. > 0 có tổng a +a2 c... 123 = = n. 


Chứng minh 
| | | 
(I +) (1 + `. t tuy] > 2n, 
“r :2 An 
b) Hãy tìm cách suy rộng kết quả trên. 
10. Cho n số a, > 0 có tổng ai †+a, †+...+a, = 1l. Phải chăng 
bất đẳng thức sau đây luôn luôn đúng : 
| | 1 
s3) se: ## Ga) > (n - 1)? 
KĨ .ó) Sn 
11. Chứng minh rằng nếu n số dương a,, a„ .., a, thỏa mãn 
điều kiện 


>n-`Ì, 
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$2. BẤT ĐÀNG THỨC CÔSI - SVACXƠ 


Các tài liệu của Nga thường gọi là bất đẳng thức Bunhiakôpxki. 
Cách gọi này chỉ đúng cho bất đẳng thức tích phân (Chương V), 
trường hợp trung gian giữa hai kết quả. Kết quả thấp nhất : 
Côsi đã biết và sử dụng bất đẳng thức cho hai bộ n số. Kết 
quả cao nhất là Svacxơ đã tổng quát hóa : trong một không 
gian 0uectơ có mêtric xác định bởi một (ích uô hướng, thì tích 
vô hướng của hai vectơ không thể vượt tích các chuẩn của hai 
vectơ đó. 


I. Bất đẳng thức Côsi - Svacxơ 

Dể giúp các bạn học sinh hiểu rõ vấn đề (và cả sự mở rộng 
sẽ trình bày ở cuối $2 này), xin trình bày dần dần : 

1) SGK DS 10 đã chứng minh : 

Với hai cặp số (a ; b), (x ; y), ta luôn luôn có 

(ax + by)ˆ < (a2 + b2) (x2? + y2), 
dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi (a ; b), (x ; y) là hai cặp số tỉ 
lệ với nhau. 
(Theo ngôn ngữ của Hình học phẳng, với 
= (a;b),v =(x;y), thì dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi 
„ v là hai vectơ cùng phương). 
2) Với hai bộ ba số (a ; b; c), (x ; y ; z), ta luôn luôn có 
(ax + by + cz)2 < (a2? + b7 + c2) (x” + yˆ + z2), 

dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi (a ; b ; c), (x ; y ; Z) là hai bộ 
số tỈ lệ với nhau. 
(Kết quả của Ví dụ 2.7, Chương Ì). 
(Theo ngôn ngữ của Hình học không gian, với 
= (4; Ðb; C),V = (x; y; z), thì dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi 
v là hai vectơ cùng phương). 
3) Ta chứng minh kết quả "tổng quát" sau đây (dẫu chưa 
phải là tổng quát nhất). 


—>» 
u 
—-—- 
u 


—.i 
u 
_® 
u, 
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BẤT DÁNG THỨC CÔSI - SVACXO : 


n 


| Với hai bộ n số (a,, a›,..., An), (bị, by, ...; bạ); 
ta luôn luôn có 
(a,b,C£a,blJ ¿2 tua b„)2¿< 
“ê l1 d s2) P.05. s0) (U) 


Dấn đẳng thức chỉ xảy ra khi (a,, a„,... an) và (bị, bạ, 
„ b,) là bai bộ số tỈ lệ với nhau ; tức là 


——— ~ —. = —— ==- 
_— 


(theo quy ước : nếu mẫu _— 0 thì tử Lên tr 0). 


Chứng mình. Bất đẳng thức (1) hiển nhiên đúng nếu hoặc 


2 2 2 2 đi 
aT + a2 +... + ac mŨ hoặc bị +b; +... †+b= 0 Do vậy 


ta chỉ cần xét trường hợp 


Cách I1. Tà có với mọi x € R 


a7X” — 2atbix + bí 


(aix b,)ˆ > 0 


a2x” - 2a,b„x + bé = (ax — bb)< >0 


nx. “2nbx 1b =(nx DĐ) > Ủ 


(aƒ +a2 +... + a2) X — 2(aib, + a,b, †... † a,b,)x† 


2 2 2 
+ 0c tibs+. vo Bộ) 2. Ó, 


4l 


Tam thức bậc hai ở vế trái luôn luôn có giá trị không âm 
với mọi x € R, vậy có biệt số không dương, tức là 


(bị + a;by +... + anbn)ˆ — 
= CS Sdãac sg# S) ((tỰỊ S1,;© NO hÌ 3) 40 


từ đó suy ra (1). Dấu = chỉ xảy ra khi tồn tại x_ sao cho 
Ai - 8 
D„ 


aX¿ — by =aX.—b, =... = AnXo ~ Đạ = dt 9h, — = xả, 


đi 2200(: đợc m Địt 2 cọọ vụn Dạ, .Ì. 


a? +// 
lz,8| <——s ( = 1, 2, ::¿ n), 


suy ra 
|lz/,| + |z⁄| +... + |zza| < 
a? ta? +... +a2 ` đ}+?+... tổ, 
nga... vn 
hay [3D + |aD| + ..- 
+a; +. 
dạng này "tương đương" với (1) 
2. VÍ dụ áp dụng 
Ví DỤ 21. (Giải lại Ví dụ 2.4 ở Chương I) Chúng mình 
rằng uới d, Ð, e là ba số tùy ý, ta luôn luôn có 


lÌ 
_— 
=ẳ 


42 


ab + bc + ca < a2 + b2 + c}, 
Giải. Ấp dụng (1) cho hai bộ số (a ; b ; c), (b ; c ; a) ta 
được 
(ab + bc + œ)“ < (aˆ + bˆ + c2) 2 + c2 + a2) = (a2 +? + c22 
Lấy căn bậc hai của hai vế, ta đi đến 
|ab + be + ca| < a2 + b2 + c2 
SUYV ra 
ab + bc + ca < aˆ + b2 + c2, 
VÍ DỤ 2.2. Chứng minh rồng nới đạ, đ„..., a là n số tùy 
⁄, ta luôn luôi có 


| 4 2 38 g2 

Môi +a, + “z8 #@ +a, 2 vải + “: + "..#. & + “ 

= _ _ ~ ) =<=——— 
h h 


Giải. Bất đẳng thức trên tương đương với 
(Au La2 ft ... 1a.) « n(a? + “2. + a2). 


Bất đẳng thức này suy ra từ (1) áp dụng cho hai bộ n số 
(9,1... .. 1) và Š Hộ bự 1 an). 


VÍ DỤ 2.3. Trong tất cả các nghiệm (x ; y) của phương trình 


“X ++ 3y f= {: 
hảy chí ra nghiệm có tổng 
3x2 + 2yˆ 
nhỏ nhất. 
Giải. Ta có 


l = (2x + 3y) = (s. x43 + -yV5 x- 
(tạ) (9 xa) c5 (®ề + 9 
= 3x2 + 2y2> xã 
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Dấu đẳng thức chỈ xảy ra khi ta có 
3 
xj3 : RE] = v(2 : J3 , 


tức là khi 


s. 1 6 ' = 
Vậy tổng 3x2 + 2yˆ đạt giá trị nhỏ nhất bằng 25 với nghiệm 
x4....9 
(x : = Í 
x;y).= (38 38): 


VÍ DỤ 32.4. (Hay dối chiếu uới VL dụ 1.2 của Chương này). 
a, b, c, p, q là ð số dương tùy ý. Chứng minh 


q £ b b C ỏ (2) 
pb + qc pc + qa HH r J 


Giải. Để ý rằng 


=> 
= \ —————. Ýa(pb + | 
b- : Vb(pc + qa) 
- 'PE PS : F ẤY, 
| C 


Gọi S là vế trái của bất đẳng thức (2). Ta có 


a 5 _ 
(a +b+c)“= JPHỆP 
_. + nb) 
}..o Vb (pc + qa) SE Tuy n: SÀ ) < 


< S.|la(pb + qc) + b(pc † qa) † c(pa † qb)]| 


= mo + q) (ab + bc + ca). 
Nhưng 


C 


(3) 
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] " 
BÊ GỌC AOGE Sa (Anh Da Cìy 


- 


bởi vì 
d(ab + be + ca) = (ab + be + ca) + 2(ab + be + ca) < 
< ga“ +b“ +c? + 2(nb 4 bc + cai = (a ibJc) 


Với kết quả đó, từ (3) Suy ra 


+b+e)ˆ < Sí(p +q) Ca dc 1E `. ` 
`0}. < : Z 

(a c) (p+*#q 3 = BS 
bởi vì 8.tb †+c > 0p +aqœ >0. 


VÍ DỤ 3.5 (Mở rộng một bước bài toứn ở Ví dự 2.10 , Ch 
l). a, b, c là ba số dương cho trước, còn x, y, Z là ba số dương 
thay đổi, luôn luôn thỏa mãn điều hiện 

i C 
ST na Ta. ng: 
X v Zz 
Hãy tìm giá trị nhỏ nhất của tổng S = x + y+z. 
Gidi. Ta có chẳng hạn 


vậy 


(Ý{a +Ýb +e)2 = (\$.œ + J`w + \‡.w3) < 


a b GÀ. 
SG btirlGeb ba). = S2 


Dấu = chỉ xảy ra khi ta có 


" .. 
X Y FÀ 


lức là khi 


4õ 


xi R SG C Ýb Ms Ýc 

_ Ýa +Vb +ýc' ” ” a +Ỷb+c' “ F Ỷa +Ýb +Ýc ' 
Vậy 
min (x +y +z) = (Va +Vb +Ýc)ˆ. 


3. Mở rộng bất dẳng thức Côsi-Svacxơ 

Bất đẳng thức Côsi - Svacxơ (1) đề cập đến hai bộ n số (do 
vậy ta thấy sự xuất hiện các số mũ 2 ở (l)). Ta hãy mở rộng 
bất đẳng thức (1) cho m bộ n số. VÌ m có thể là số nguyên 
dương /¿, nên trong trường hợp tổng quát, phải sử dụng đến 


các bộ số không âm. 
Để tiện việc kí hiệu, một bộ n số được viết là (a ; b;... ; k). 
Ta có 


ICho m bộ số, mỗi bộ gồm n số không âm 
(a ; b, ;... ; k) (=8 17:2...., 1n). 

Thế thì 

(1đ... an + Ji ya di §r ly đệ» kh... sa 
<€ (an thị +... + k")(a +b +... +k>)... 


x.)``...« 


TT bh l7 ko) (4) 
Dấu đảng thức chỉ xảy ra khí m bộ số đó tỈ lệ với. 
nhau, tức là tồn tại một bộ số (a ; b ;... ; k) sao cho 
m, tốn tại một số t, sao cho 

k= tk. 


lvới mỗi ï ='*l1, 2,.... 
a = ta, b= th, .., 


a" + bị” +... +k”.. 
R,= 0, thì (4) hiển nhiên đúng vỉ cả hai 


! 
Nếu tốn tại một 


vế đều bằng 0. 
Vậy giả thiết với mọi I1 2,.., m, ta có R > 0. Đặt 


lÌ 
— 
. 

t5 
"sẽ. 


46 


thế thì 

tu trmh ai (=2 l5 ị 
Ta có, theo bất đẳng thức Côsi cho m số không âm 
đu 0v -kó - xe 


| 
điZ2... Œm S = In. 


và các kết quả tương tự cho các tích Ô1;-.. Ổ„, ... suy ra 
điế, .. am † Iổ;... D01 J2 X2 -- Xm, S 
m + ,„m m m + 4m m 
“ Tớ +... + an 1 +02 10. 
TH HH ằẶ==..==.. . 
in m 
F] AM ý Aoyên cÓ Ác 32% dạng 
—— — 
m 
“ NT .-. S đe S7. 4/22 O0 vệ 2. 
—.——-....ẽ.. an th ——— UC Ni, Tà 
m m 
ẶĂ1H .L am m 
Si ng 227 232 Say) đem 
. + — =1. 


NT ni ng K 
n‹áng cả hai vế lên lũy thừa bậc m, thì được (4). 

Dấu = chỉ xảy ra khi ta cớ đồng thời 
lứ HE ảm Si XY “XX; (“le Xe. 

RBhi đó gọi a là giá trị chung của các đn, .., Œm ; b là giá 
trị chung của các Ổu \s. Ổm› --- ; k là các giá trị chung của các 
Xp -› Xm ; ta được số tị = R, ( = 1, 2,.., m) đã nơi ở trên. 
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Gh¡ chú. Theo dõi chứng minh trên, ta thấy nếu m là số 
nguyên dương chẵn, thì (a, b, ; -- ; k,) có thể là bộ n số tùy 
ý (không cần giả thiết đó là những số không âm). 

Ta hãy xem một số ví dụ áp dụng. 

VÍ DỤ 2.6. a, b, c là ba số dương, m, n, là hai Số nguyên 
dương. Chúng minh 

a”!p" +.b'tc" + c11qạ" < a” + n + bọ" +ñn + em +1 

Giải Xét m + n bộ ba số : m bộ (a ; b ; ©) và n bộ (b ; 

c ; a). Ta được kết quả 
(ambn + bmẹn + cmạn)m * 18 < 

< (a1 8+ D -+cm + nìm 456157 Ván tệp ko s Là — 

=(am * n 4ƒ tìm + n + cm † nìm + n- 
tương đương với bất đẳng thức cần chứng minh. 

VÍ DỤ 3.7. (Nên xem lại Ví dụ 2.5). a, b, c là ba số dương 
cho trước, còn +, y, Z là ba số dương thay đổi, luôn luôn thỏa 
mãn diều kiện 


Với mỗi số nguyên dương n, hãy tìm giá trị nhỏ nhất của 
tổng 
5n = xñ + y1 + z" (nẹ = 1, 2 ....). 


Giải. Để ý rằng. 


n†] n†IÍa n n†‡1 
CA IC All) >: 4A Eoy 


a 
do vậy, áp dụng (4) cho n + 1 bộ 3 số : n bộ Su 
n †Ì]j \ạ n†l 
Ẹ: E TC +1 +] 
mi m3 và một bộ (S21; : jy" ; : z") 


ta được 
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("'a + n * tpR + chủ [.j K§n _ 


(ng v( TY§ như 


+Ị “kui | PE2=z 
C\n ⁄ n]n#1 
tui 3) V”] < 
sx.cb C 
< (r.1:r't)ì( 1U +v".+iz®8)-m=S Ợ 
“Ác ý 7) V Z.) n 


Dáu = chỉ xảy ra khi 


ni ÂJXuø Dự, n$ựC 
vx ch c4 TH xo 
tức là khi 
b C 
— + — P..=.\A 
X ` Y..sr 
xn †] yn + l zn +] 
Fi cx shà ng G. 
a h C 
—ì te + TnB=\`Ï 
X$2°:V Z 
= 
X Y Z 
n TT = n ° PHI 
n+1 ¬ 
=> ~X= `... 
nở lim + n†*IN + he › 
RE 
À/ "nở Nạn + n†lyến ¿ nTTYG › 
BO NG 
# = = n+'7 : P .— : 
Va"+ "" Em + ýcn 


VÍ DỰ 2.8. p, q là hai số dương tùy ý, q,, d„...., a, là n 
số dương tùy ý. Chứng mình rằng uới mọi số tự nhiên  > 9, 
ta lưôn luôn có 
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k k 
df d5 đn —Ị dạ 
—————=-*=—=-“"... ;===-.=.—- 
pa; +qa;y  pa; ?qd, pa„ + qai pai +qa; 
& —] “=1 —. 
“ +, no, 
>ˆ.-.ườằ>>=—=-eẹnesc. (5) 
p*q SỐ EA 
Giải. Gọi S là vế trái của bất đẳng thức trên. VÌ chăng hạn 
h Xi 
TT... lRp 042Ðg3)”) 
nên áp dụng bất đẳng thức Côsi - 5vacxơ cho hai bộ số, ta được 


 =! 
an = 


c— k—] k— l2 
(212 +a.ssv+.- cần }-< 


< S[ a‡-? (pa; †qa;) † H2 26” (pa; +qa,) †... † 
Ống — (PA +qa,)| = 
= SÍp (a‡ ?a; †- TK 4. 8o “n,) + 
TPq(210-n. T868, +. + aR— 2 A.)|. (6) 
Có thể mở rộng kết quả ở Ví dụ 2.6 : với n số dương a,, a,, 
.„ an và với hai số tự nhiên k, Ì tùy ý, ta được 
Khai XĂ z Ki t1, ak24. k+I 
aria, † a;a, +... + an ai <Saj +a, Ti? 7 Ba 
(áp dụng (4) cho k bộ số (a, ; a, ;... ; a,) và Ì bộ số (a; ; 
a; ;.... ; a. ; a,), và những kết quả tương tự. Do vậy 
“—=. cờ) C72 “.=. K1 K7] K—=] 
ai a,+a) a; +... +an ai Sai +a; +T...18, : 
CN HÁC H5 vT 2y hát T8 .xa) S0.” b n0 0 xế k2 (7) 
Từ các kết quả này và từ (6) suy ra 
k-l E=l t— : _ KÝ =4 s4 re 
(at ' +a;) 1. 1n Đˆ <§(p+q) (af L + a5 tp + a_ ) 
từ đó suy ra (ð). 
Ghi chú. Các bất đẳng thức (7) không đúng nếu k = l1. Do 
vậy ở (5) cần giả thiết k > 2. Thực tế là với k = I, trong 


trường hợp tổng quát, bất đẳng thức (5) không đúng. Xem Phụ 
lục : Bất đẳng thức Nesbit. 
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BÀI TẬP 


l1. Trong tất cả các nghiệm (x ; y ; z) của phương trinh 
ax “+? by +f°ẲCZ ="1 (HDC 7Ú, 

hãy chỉ ra nghiệm : 

a) với tổng xˆ + yˆ + zˆ nhỏ nhất; 

b) với tổng xˆ" + y^" + zˆ" nhỏ nhất (n nguyên > 2). 
2. x, y, z là ba số không âm. Chứng minh ràng với ba số tự 

nhiên k, m„ n, tùy ý, ta luôn có 

xiLymyn + yk¿mựĐ + ;kvmyn < 
<.xS t2 .A + y3, min + „k+m+n. 

3. a, b, c, d là bốn số dương cho trước. Trong tất cả các nghiệm 


dương (x ; y ; z ; t) của phươag trình 
a b cả xu 
mm  —-—=. .  s=.. 
X M FÀ t‡ - 
hãy chỉ ra nghiệm với tổng 
TH ¿sms 9+3 (+ 
nhỏ nhất (n nguyên dương). 
4. a, b, c, d là bốn số dương tùy ý. Chứng minh rằng với mọi 
số nguyên n > I, ta đều có 
an bñ cñ dn 
b+tct+d . a+c+d SN HP đc 
an — Ì dị đổ - ch ~=l +qn 1 
Ồ 
ö. Cho n số dương a, { = 1, 2,...., n). Dặt 
S = a, †+a +... +a,, 


7 


l 2 
Chứng minh rằng với mọi số nguyên k > 1 
k k k K=1 *=H. '= 
No A2 at TY SỰ Chý TU x,/SrÝ Kế 
——— +. +...+- >—————— 
s =8I s¬a, s¬a. '—i! 


6. Cho x, y, z > 0. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 
n và m, ta đều có 


Sl 


y" zn | 
+ —+_— >xvìTPm TY là lát) Va Noeng: 
FÀ xữm 
7. Cho x, y, z > 0. Chứng minh rằng nếu các số nguyên dương 
k, m, n thỏa mãn điều kiện 


$ J?% 


k > mn 
thỉ ta có 
m ‹n m „n m«n 
* À/ ÂU : . * > xm†n~k + ym?n-k + ;m†n-k'. 
zK xk y ' 


$3. BẤT ĐĂNG THỨC TSÊBƯSEP 


I. Bất đẳng thức Tsêbưsep 

Bất đẳng thức Tsêbưsep không được giới thiệu trong các SGK 
Phổ thông. Một trường hợp đặc biệt đã được nêu lên trong VÍ 
dụ 2.5, Chương I. Dể giúp các bạn học sinh làm quen với bất 
đẳng thức này, xin trình bày dần dần : 


I1) Bất đẳng thức Tsêbưsep cho hai cặp số 


Cho hai cặp số (a ; b), (A ; B). 
a) Nếu cả hai cặp số đều là tăng, hoặc đều là giảm, tức là 


a < a>b 
hoặc lR< , hoặc Ä ;) Hẳ? 
| thì ta có 
aA †bB_ a+b A+B 
2 sự Ở 2V (2 
b) Nếu có một cặp số tăng, cặp số kia giảm, tức là 
a>b a<b 
hoặc P B2) hoặc bốc : 
thì ta có 


aÄ +†bB a+b A +B 


O2 


Ví dụ 2.5, Chương I, đã đưa ra phép chứng minh cho trường 
hợp hai cặp số tăng : từ lập luận nêu trong chứng minh đó, 
ta suy ra ngay kết quả cho các trường hợp khác. 


2) Bất đẳng thức Tsêbưsep cho hai dãy, mỗi dãy gồm 
3 số 


Cho hai dãy 3 số (a ; b; c), (A ; B; C'). 


a) Nếu cả hai dãy số đều là tăng, hoặc đều là giảm, tức là | 


thì ta có 


aA +bB +cC a+b+c A+B+C 
3 “- 3 : 3 › 


b) Nếu một dãy số tăng, dãy số kia giảm, tức là 


thì ta có 


aA +bB +cC 8 t boiC A+B+C 
Am... 


Tuy rằng phép chứng minh tổng quát sẽ được đưa ra dưới 
đây, nhưng trong trường hợp với hai dãy 3 số, ta có thể nêu 
ra một cách chứng minh khác, có thể gợi ý một phương pháp 
giải quyết một số bài toán khác. 


Ta chứng minh chẳng hạn : 


Sở 


Nếu a <b<c và A<B<C, thi 

nA tbhồt£c(C aib+c AtB†1C 

“si s? 1ì 052X-+ SE BAN 0 
Dấu đảng thức chỉ xảy ra khi : 
hoäc a = b = c, hoặc A = B = C. 


Chứng mỉnh.. Bất dảng thúc (1) tương đương với 
3(aA +bB.+ cC) > (a +b+ec) AÀ +DB + C), 


hay 
2(aA + bB + cC) > a(B + C) + b(A + C) + c(A + ?), 
hay 
a(A -B+A-C) +b(ŒB - A+B-C) + 
+ c(C -A +C-B) >0 về, 
= ï-ẫa(HB— Á) - n( - À)T DĐD.- À) -.D(C — DB) + 


+ c(C - A) + c(C - B) > 0 
ÂÃsẳ ca (PB 7A rq(c=DÐD) (C-h) +t(cC—- A) (C - À) > 0. 


Dây là một bất đẳng thức đúng. Dể có dấu =, ta phải cớ 


đồng thời 
ba) -A) = 0 
(ce—b) (CB) =0. 
(c—a) (C—A) = 0. 
Giả sử a z b, tức là a < b < c, vậy a # c. Từ hai điểu 
kiện thứ nhất và thứ ba, suy ra A = B =C. 


3) Bất đẳng thức Tsêbưsep tổng quát 
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| Cho hai dãy n số : (a, ; a, ;... ; a.) và (bị ; b ; ;... ; Đạ). 
a) Nếu cả hai dãy đều là tăng, hoặc đều là giảm, tức là : 


hoặc TH >. 

: b,<b,<...<b,; 

T3 CÁ HE: 

-Í%.g .ớc ng f0 c0, 
thỉ ta có 
a,b, +azb„ +... +a,b, ãrtaa d3. 4u butobir 2 +. 
TRE: DI II RE? Tung  c 


b) Nếu một dãy số tăng, dãy số kia giảm, tức là : 


<< an 

>b.;, 

22a. 

k) 
| <b.; 
thì ta có 
aiby +ab,+...+ab„ . a +a,+...+a. b, +b,+... +b, 
n c n : n 


| Dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi có một dãy "dừng", tức là : 
- hoặc'ay = a,'=.... = a 
- hoặc b, = b, =.... = b,. 


Ta chứng minh bất đẳng thức cho trường hợp hai dãy số 
tảng : 


< la &66..& A, 


b, < b, <-.. < b,; 


(từ đó suy ra kết quả cho các trường hợp khác). Gọi 
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_ ân t+ta,†+...†a, 


a = * 
n 
thế thÌ tồn tại một ckÍ số i¡ sao cho 
Aya &:.. € a <6 8 <6 8j,)<... &.Ên; (2) 


(bởi vì hiển nhiên a phải nằm giữa số nhỏ nhất a,, và số 
lớn nhất a,). Ứng với chỉ số ¡ ở trên, ta hãy lấy b là một 
số bất kì nằm giữa b, và b; , ¡ (có thể lấy ngay b = b, 


hoặc b = b,, „ điều đó không quan trọng vì b chỉ có vai trò 
trung gian), vậy 
b, <... <Sb,<b<b,,\¡<... < bạ. (3) 


Từ (2) và (3) suy ra với mọi k = Ì, 2,..., n : 
0< (a.=a)0bs- b) = avb, — ab, ~ ba, + ab. 
Cộng n bất đẳng thức này lại, sử dụng kí hiệu 3 ta được 


n n n 
0<2¿ab, —a 2b, -b2 ai + nab. (4) 
k=l k=l k.=] 
h n 
Vì na = » 8; nên nab = => 8L ; vậy (4) tương đương với 
k=ẽ k=ẽ=l 
n n a, + +- ”. Ð?A..›` 
I2: 
2 abiza2 bi” —'(,+b,+.:.+b,) 
k= k= 
ay B10] 4620200c0) 62 8935870911453) Mi Tiến bị +bạ +... +bạ 
ấ n 2: n _ 


- _ 
"Dấu = chỉ xảy ra khi ta có với mọi k = l1, 2,..., n 
(c8) (by. + b) = 0. 


Nếu (a, ; a, ;.... ; a,) không phải là một dãy số dừng, thì 


ai < a < a,, nên ta Có 
(a, —a) Œb, —b) = 0 : : Ẫ 
`“... `. 4 


suy ra (b ; b, ;... ; bạ) là một dãy số dừng. 


56 


-'2. VÍ dụ áp dụng 


VÍ DỤ 3.1. (Giải lại bài toán ở Ví dụ 2.9). Chứng minh 
rằng Uới Œ„ạ, đ+„..., da, là n số tùy ý, ta luôn luôn có 


2 2 2 
ai +ơ; +... +a, ” đ †+a.†+...+da, 2 
n cá n 


Giải. Vai trò các số a,, a.,..., a, ngang nhau, nên có thể 
coi rằng 
ai &<a; <.... < a.. 
Thế thì bất đẳng thúc Tsêbưsep, áp dụng cho hai đãy số 
(a4: ; a; ;... ; 4n) và (a; ; a, ;... ; a,), đưa đến kết quả cần 
chứng minh. 
VÍ DỤ 3.3. Cho hai số a, b thỏa mãn điều kiện 
na“. bia 2 
Chứng minh rằng với n = l, 2,... 
un=a'+b 
là một dãy số đơn điệu tăng. 
Giỏi. Ta cần chứng mỉnh : với n = Ì1, 2,... 
a" + bì « a" + Ì + pbn+ Ì, (5) 
_ Vai trò các số a, b ngang nhau, nên có thể coi rằng a > b. 
Cùng với a + b > 2 > 0, suy ra a > -b, tức là 


Re-Wn- > |b| a" > |b|" > bớ, 


a>b 
l > bì, 
Theo bất đẳng thức Tsêbưsep 
an?l+pn*l an+b*" a+b a"+bn 
2. :EC I3.” 927) #9 E9 
từ đó suy ra (5). 


vậy ta có 


VÍ DỤ 3.3. (Giải lại bài toán ỏ Ví dụ 1.8). a, b, c là ba số 
dương. Chúng mình ròng 


qa b C 


| + —— +—_ > 
b+c cđa a:+bồ 


3 
s`: 


Giải Đặt s = a + b +c, ta cần chứng minh 
a b C 3 


sa s=b s-=c 2 
Vai trò các số a, b, c ngang nhau, nên có thể coi rằng 
0< .a.&« D<C, 
thế thì 
JB=^2 2> 568 -.ÐD?*zẽ58.-.C>U 
hay 
l l | 
——<——~S—- 
8n 4 øazÐ “ S8-C 
Suy ra theo bất đẳng thức Tsêbưsep 


a b C 
+ —— + 
“s8 ..968 c0... 55C 


2 


C4 ve, tr m" PT.) ¬ 


œ|— C32| 


|(sa) + (s—b) + (s =e)|X 


bự}. | | V<\ dể Ð + 3 
7207770209 2. 

(Lời bàn : cách chứng minh này không hay lắm, nhưng nó 
vận dụng cả hai bất đẳng thức Tsêbưsep và Côsi. Việc vận dụng 
nhiều bất đẳng thức, nhiều kết quả toán học khác nhau để đi 
đến mục đích, là một điều đáng học tập). 

VÍ DỤ 3.4. Cho n số a, > 0 (ỉ = 1, 2,... n). Chúng mình 
ròng uới mọi số tự nhiên m = 1l, 2,..., ta có 


X% 


đi T02 T7... 10. 0i +02... 4g, m 
—¬—==-- `... To: (6) 
) n 


S8 


Giải. Vai trò các số a;, A;,..., a. ngang nhau, nên ta có thể 
coi rằng 


Ú Sai <Sa;,<..<a 
Suy ra với mọi số tự nhiên m = I, 2,.. 
0 <%a. s8 (& ..&Sa 
Ấp dụng bất đẳng thức Tsêbưsep cho hai dãy số trên, ta 
được 


Ÿm Ti m†+Ìl+ m†+] 
Ai +2, 3710-4 AWC- ta 


V 


(7) 


Nếu (6) đã đúng cho số tự nhiên m, thÌ nhân hai vế của nó 
âi + a„, + An An 


VỚI ————————>(, ta được 
n 
it tức 3 nn miếw) 1i 1n aa†a, +... +a. m1 
n : n _ ( n 


vậy theo (7) 


CV Sa Đr 9 edyø GLve VỀ a+a,+...+a, m+I 


— » 


tp n 
tức là (6) cũng đúng cho số tự nhiên m + 1. Phép quy nạp 
chứng tỏ (6) đúng cho mọi số tự nhiên m = l, 2, ... 


Thật ra kết quả ở Ví dụ 3.4 chỉ là hệ quả của kết quả sau 
đây : 


VÍ DỤ 3.5. Với n số dương a„, a„.... a„ tùy ý uà uới mọi 
SỐ tụ nhiên h, l ta đều có 

Ni, ki 1,057! [TP kri k*/ k+I 

„a.†+a;+...+a, ac†+a,+...+d, Œ,302†1020.t,-. 1Œ, 


& & — 
l( h t 


Giải. Cũng như trên, ta coi rằng 
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Thế thì 


k k 
a,<Sa;¿<...SAa_ 

| 

l 


nRị<c8S <0 
và ta chỉ việc áp dụng bất đẳng thức Tsêbưsep cho hai dãy 


trên. 


BÀI TẬP 
1. a, b, c là ba số dương thỏa mãn điều kiện 
a2 + b2 + c2 > 1. 


Chứng minh : 


BE Pa mỹ E} ` 
2. a, b, c, d là bốn số dương thỏa mãn điều kiện 
a? + b2 + c2 + dˆ z> 1. 


Chứng minh : 
b+c+d ha rế4d H9 ỨT Er 0 T7 DÐD n6 8ˆ 
a? bf c? dˆ 2 


be eEcdiigarbðEEdfasa-EbrdiiraLBI+E di. 


3. Hãy mở rộng các bài toán I và 2 cho trường hợp n số dương 
8i; 82; ‹.; An thỏa mãn điều kiện 


/À wL..#Ÿ¿ 2 
CN hÊM Arvdno: Si CO4) s 


$4. BẤT ĐĂNG THỨC BECNULI 


1. Bất đẳng thức Becnuli 


Bất đẳng thức Becnuli đã được giới thiệu trong các SGK Đại 
số 10 hoặc Giải tích 12, và cả trong Ví dụ 2.14 ở Chương I. 


| Nếu a > -1, thi với mọi số tự nhiên n, ta có 

(1 +a),s> 1 + na, 

đấu đẳng thức chỉ xảy ra khi : hoặc a = 0, hoặc n = 0, 
|hoặc n = 1. 


Ta hãy xem vài VÍ dụ minh họa cách sử dụng bất đẳng thức 
Becnuli. 

VÍ DỤ 4.1. Giả sử a > 1. Với mọi số A > 0 cho trước, 
chứng mình ròng tồn tại một số tụ nhiên n_ sao cho uới mọi 
Số (ự nhiên n > n„, ta đều có : 


g > Ẩ. (1) 
Gidi. Tà có theo bất đẳng thức Becnuli 
a" = [l + (a - 1)]" z> 1 + n(a - ]l), 


vậy nếu chọn "n đủ lớn" sao cho 
¡L + nịa - l) > A, 


thì sẽ được a" > A. Để có kết quả trên, thì do a - 1 > 0, 
nên ta chỉ việc lấy 


A -1 
a -] 
do vậy lấy n_ là một số tự nhiên sao cho 
ch, Ủể A -1 
Tản TT 
thÌ với mọi số tự nhiên n > n,, ta có (1). 
Nhận xét. Ta biết rằng với a > 1, thì 


8, 8“, 8)... AT” 


n"~ 


} 
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là một dãy số tăng. Kết quả trên chứng minh chặt chẽ rằng khi 
n càng tăng, thì số a" (coi như hàm số của n) sẽ vượt bất cứ số 
A > 0 nào đã định sẵn, vì thế người ta mới sử dụng kí hiệu 


lim a? = +œ (RÐ >1): 
n—>+eœ 
VÍ DỤ 43. Giả sử 0 < |q| < 1. Chứng ninh rồng 
lim g'` = 0 
H—> + œ 


Giải. Theo định nghĩa chuẩn xác của giới hạn 0, ta cần 
chứng minh : với mọi số £ > 0 (nhỏ tùy ý) cho trước, phải 
tìm được một số tự nhiên n., sao cho với mọi số tự nhiên 
n > nm, ta đều có 


|q°|.< £ 
Bất đẳng thức này tương đương với 
b lq|"< £ = s Ân, 
| | q|" £ 


| 


Với a = sản > l)A thì bất đẳng thức trên là kết 


quả đã nêu trong Ví dụ 4.1. 


VÍ DỤ 4.3. Chứng mình rằng (u„ ; n = 1, 32,...), Uới 
] 


n = (1 t7 œỹ HỀU 


là một dãy số tăng. (Hãy so sánh uới Ví dụ 1.6) 
Giải. Ta cần chứng mình 


UV. 7U, (n5 m1 2 7). 
Quả vậy 
19 *n 4/1 1⁄2M\* 
aBLE 1, ý (1Á AT) Km | n‡ § 
_ T `. n si TT e m 
(1kg) ` 
n+2 nˆ+2n ,ñ 
¬- (8) 
n+] nˆ +2n +] 
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Theo bất đẳng thức Becnuli 


nˆ +2n 1 | 
C?t?zmah 3 A z Z2 3n cIÀI 7 


n n“.†+n+] n+n+1 
—n2+2n+I S27 2n hi (n+1)2 ` 
vậy 
n+2 n+2n vn (n+2) (n^+n+]1 
n+1` (S282: En) (n +1) 4 


n†+3n+3m+2  (n+lj +1. 
(n +1)3 _— (n+1Ẻ 
do đó theo (3) 


LỦ 


n‡I 


19 Ui .ƯnG 
lhH 


VÍ DỤ 4.4. Chứng mình rằng uới mọi số nguyên dương 
nh > II. dở... ơ dều cố 


vn 3 
” `... (4) 

(Hãy so sánh uới Ví dụ 2.16 ỏ Chương ]). 

Giải. Ta sử dụng lại hệ thức (3) ở trên, và để ý rằng theo 
bất đẳng thức Becnuli 

2 
nˆ tần +1 1 : 
(ng } (Út) 5 Lộ ưa ¬ 
nˆ+2n nˆ +2n n2 +2n 


„>„= (1+ 


H 


vậy 


nˆ +9n n n+2 
“ng: 
2+2n+l/Ỉ . n+3 


cùng với (3), suy ra 
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1 \vn+I Ifaion1t29 nt2 
< + : — : ' 

§ ng s1 SIM n1 n3 (9) 
Trở về với bất đẳng thức (4) mà ta cần chứng minh : hiển 
= 1. Giả sử nó đã đúng cho n, 


nhiên nó đúng với n = Ö vàn 
khi đó theo (5) 
Ồ n†+2 n+2 


| 
& 1) = 3 B n3) ˆn+l `n+8 


b5 2o NHỮ\ Ca SON So lá cà 
Ly (ng) = P82... (n117) 1:2-‹ 


tức là (4) đúng cho n + 1. Theo nguyên lÍ quy nạp, bất đẳng 
thức (4) đúng cho mọi số tự nhiên n. 


2. Bất dẳng thức Becnuli mở rộng 
Ta có 


Giả sử a > -1. Với mọi số thực z > l1, ta có 
“(1 1n) a^. 13? a0, 
dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi hoặc a = 0, hoặc 


Chúng mình. Chỉ cần xét trường hợp œ > 1. 
Cách 1. Xem hàm số 
fx) = (1+ x). ~ Ì “.dk. 
xác định trên khoảng (-l ; †s), Ta có 
f(x) = a(I + x)“~ Ì~aø = a [ +x)“7 ' - 1]. 
VÌ z - 1 > 0, nên hàm (f(x) có bảng biến thiên trên khoảng 
I0 192). 0. 
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Từ đó suy ra với mọi x > -Ì 
(1 + x)" - l— ơœx > Ö 
hay 
áp, 4} r2: S»É§+ 
dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi x = 0. 


Cách 9. Trong phép chứng minh trên, ta thừa nhận một kết 
quả của phép tính đạo hàm, đó là 


x2)” = ax^~ ' (x°> 0, C HỘ). 


Không sử dụng kết quả này, ta có thể chứng minh bất đẳng 
thức Becnuli mở rông như sau : 


Bước I. Trước hết, chứng minh rằng với mọi số hữu tỈ r > ], 
la có 


(1+4). > Ì .' tr (a > -l) (6) 
Bưóc 3. Với số vô tỈ œ, ta hãy lấy một dãy (r ) gồm những 
số hữu tỈ r, > 1 dần đến ¿. Với mọi n, ta có 
r 
(1a) sa 1 trên, 
chuyển qua giới hạn, thì được 


lim (1 +a)" > lim (1 #r, a) 
hay n—> + œ n—>+» _ 


(1 + a)" > 1 + «œa. 
" # k 1 * m : ' 
Để chứng minh (6), giả sử r = _=> l1, với m, n là hai 


số nguyên dương, m > n. Hiển nhiên chỈ cần xét trường 
hợp 1 + ra > 0. Ấp dụng bất đẳng thức Côsi cho m số, trong 


đố n số bằng l + ra = l+ ca, và m - n số bằng 1, ta được 
| m ` ¬ m vn 
— "1 +—Ìa †+(m-i + —al 
nã Jn(1 ¬}a (m n)| > (1t —A) 

hay n 


I+a>(1 + Ta)m 
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hay = " 
(1115) 281 1 AC 


Ta hãy xem một ví dụ áp dụng : 


VÍ DỤ 45. Cho n số 1; > 0 (1= 1,2 ..o(07) (0t. sự, o,,.B 
là hai số thực uới « >  > 0. Chúng minh 


] 1 
51821500 Si 2A TÔẾ SE A2655) vo lA cá De các: : 
n ) “{ n lệ. V2 
Giải. Với ¡ = 1, 2,..., n, đặt _ 
CV vất 
Và M Có xe uýi 
và (7) trở thành 
] Œ | #4 ( 1 
yị Yên. TSYN D Ty .y na 
: jšSt$ệÄE<” cm treo 
» (1 Œ 1 
V4 1/:A/2) Sự Nà Y Ũ vị + 27 T lÑ 
= < 
n n 
l#á 
vị ny, l 
=ñn —= = 
¡= đà ìc cnìD ^iẲn tyyt ty) 
n 


Với mỗi ¡ = l1, 2,..., n, theo bất đẳng thức Becnuli mở rộng 
2 LỆ sẽ 
(vì [) > ]) 
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Nhận xét. Một trường hợp đặc biệt của (7) là : 


Cho n số x, > 0. Giả sử p, q là hai số nguyên dương với 
p>5q: Thế thi 


sð. HÀM SỐ LỒI 


l1. Hàm số lồi, hàm số lõm 
Định nghĩa. Cho hàm số ƒ(x) xác dịnh trên khoảng (a ; b). 


1) Hàm số ƒ(x) gọi là lồi trên thong đó, nếu Uuới mọi 
X,„ 1; € (a ; b), ta đều có 


f(%) + f(%›) T¡ †3; 
(S200 167 (y208) 0 


Hình 4 
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= X2 (Hình 4q) 


dấu đẳng thúc chỉ xảy ra khi Xi = 
oảng đó, nếu uới mọi 


2) Hàm số ƒ(x) gọL là lõm trên kh 

X, xạ € (Œ ; b), ta đều có 
fq) † ƒ(x;) s +5; 

BS s0 VỢP: )› 
dấu đẳng thúc chỉ xảy ra khi 1ị = *?z (Hình 4Ù) 

VÍ DỤ 5.1 

1) Hàm ƒ(x) = x? là lõm trên 
xạ€Ría đều có 


toàn bộ R, bỏi 0ì uới mọi *xị, 


x7 +2 Xi o T2. 

2 2 

= Imx là lồi trên khoảng (0 ; +œ). Quả uậy lấy 
Theo bất đẳng thúc Côsi 


2) Hàm f(x) 
xạ, %; tùy ý thuộc khoảng đó. 
XI +12 


Ýx¡Z¿ < T9 101A 


Do tính dồng biến của hàm lnx, nén (a có 
#¡ †1; 


In Ýz,z;¿ < In( 2 )› 


hay 
Inx. + Ìnx 1. +# 
l 2 | 2 


3) Hàm ƒ(x) = 
X„ #; € [0 ; zrJ. Ta có 


*T. +. X.,# x, *# 
: 14-2 | kac 2 "11-2 
sinx, † 81x; = 2sin 2 Œ08 XP < 2sin 9 
bởi Ui 
Su) —*; bự vệ T\ T*; by : _ XỊ +*; 
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sinx là lồi trên doạn [0 ; 1Ì. Quả uậy, lấy 


=—— 


Thành thử ta dược Uuới +¡, x; tùy ý thuộc [0 ; 1m} 
sinx, + sinx, .—. x¡ +“; 
=~.« 

Ý nghĩa quan trọng của các hàm số lồi, lõm, trong việc chứng 


minh bất đẳng thức, là suy rộng các bất đẳng thức trên trong 
Định nghĩa cho trường hợp n giá trị Xị, X2; --; Xạ của biến số. 


Để ý rằng nếu hàm f(x) là lõm trên khoảng (a ; b), thì -f(x) 
là hàm lồi trên khoảng đó, vì thế sau đây ta chỉ xét các hàm 
lôi. 


DỊNH LÍ ! - Giở sử ƒ(x) là một hàm lồi trên khoảng (a ; b). 
Thế thì uới n giớ trị tùy ý (n > 2) xị, x„ ... xạ của biến số 
+ thuộc khoảng (a ; b), ta đều có 


ƒŒ) +fŒœ)+.:-+ƒŒ) xị +x. toc. a 
_ _ —<« F Ea (1) 
n n 
¿dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi x, = 1; = .... = *ụ, 


Chúng mình. Ta sử dụng phép quy nạp "kiểu Côsi'. 


Bước 1. Giả thiết bất đẳng thức (1) đã đúng cho n. Ta chứng 
rainh (1) cũng đúng cho 2n. Quả vậy, lấy 


XỊ; X2; «3 Xm Ấn + pXn+ 2 3 Xạn G (Aa ; b). 
Ta có 
f(x¡) +fQ@) +... +f@œ..) 
2n { 
f(x)) +f(x,) +... +fŒ<,) ˆ fXạ+u †...- † fŒg) 
s tơ PA we Ìzế 
x tx,†...+x, 2u 5m ca 


ma. a ¬ăã=. 


= - ị (2) 


2| — 
IE“" XPI. 


/Ầ 
9| — 
...“m, 

— 


Ầ 
—c 
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Bưóc 2. Bất đẳng thức (1) đã đúng cho 2n. Th chứng mỉnh 
nố đúng cho n + 1. Quả vậy lấy 


Xp X¿y «3 Xny Xa, ¡ € (a ; b), 
Bổ sung thêm n - 1 giá trị 
_ Xxị +x; † TẾ 
TH 2 an + 3/1 my là n+l 


Để cho tiện, ta kÍ hiệu 


xị †x,†.. ct Xi đu 
X1 
n†+l 


thế thì | 


T1... Y n Tn+l Ấn Ly Ên h0 O hư 


2n 
1 209 Xa X..i  T("n-IÀA 


2n 


| 

| _ | 
bo (Địt L2 4 ÔN DẦU ly nợ G22 xe ý v01ẠA xIỀA hÍ 
HP 2n tua s2: eu n+1 ` | 
| 

| 


Theo (3) ta có 
LỆ 40) Re x00) 6u LỆ si) sự Í(Xa +¡) †(n — 1)f(X) 
2n &, 


Xi... txX. TXn+1 TXn+2 J2 | 
— 0 a2 Tang TA 


= f(xị) +... †fŒxạ) +f(x,¿¡) † (n—1)f(X) < 2nf(X) 
= Í(xị) †.:. +f(x,) +f(x,.,) <(n†1)f@®) 


f(x¡) + f(,) +.. . +Í(xn) †Œ +¡) 
"N. 1s. Y0 


“ 
— 
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DỊNH LÍ 2 - Giả sử ƒf(x) là một hàm lồL trên khoảng (a ; Ðb). 


Với n giá trị tùy ý +x„ X„ ... xạ của biến số x thuộc khoảng 
đó, uà Uuới n số hữu ll FỊ, T3 ‹.›; Tn thỏa mãn điều kiện 
<, (1172... s0), 
#72: †rạ =0 
ta đều có 
r;ƒ(x,) + r;ƒfx;) +... + r„jf(x„) < ƒf(rix, †+ rzx⁄; +... † Fx)) 
Dấu dàng thúc chỉ xảy ra khi 1, = 1; =.... = 1ạ; 


Chứng mình. Viết các số hữu tÌ rạ, r;,..., In dưới dạng n 
phân số với cùng mẫu chung M 


.=mw 0=d1L^2 ").. 
ta có 
m¡ + m; + +. tem ,= bã. 
Kết quả cần ng minh được suy ra từ Định lí l áp dụng 
cho M số : m, số x¡;, m; SỐ X2, .., m,„ SỐ X. 
* 


Việc kiểm tra trực tiếp tính lổi, lõm của một hàm số (x) 
trên khoảng (a; b) đôi khi gặp khó khăn. Định lí sau đây cho 
một dấu hiệu nhận biết tính lồi lõm. 

DỊNH LÍ 3 - Gid sử hàm số f(x) có đạo hàm cấp hai ƒ°(x) 
trên hkhodảng (a, bÐ). 

1) Nếu ƒ'({x4) < 0 uới mọi x €G (a ; b), thi ƒ(x) là lồi trên 
khoảng đó. 

9) Nếu ƒ'(x) > 0 uới mọi x € (qa ; b), thL ƒ(x) là lõm trên 
khoảng dó. 

Dịnh lí này đã được chứng minh trong SGK Giải tích 12 của 
nhóm tác giả Phan Đức Chính, Ngô Hữu Dũng, Hàn Liên Hải. 


2. Các vi dụ áp dụng 
VÍ DỤ 5.9. Hèm fíx) = sinx có dạo hàm: cấp hai : 
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f4) = -sinx < 0 trên khoảng (0 ; 1). 


Vậy ƒffx) = sinx là một hàm lồi trên khoảng đó. Theo Định 
l[ 1, UỚi xị, X„ .., X„ là n diểm tùy ý thuộc khoảng (0 ; 1n), 
ta có 


SinX) + sinx, +. +sinx, 


x¡†xz;,†+... * 
: - < 8n | — 
n 


H 
n , 
dấu dâng thúc chỉ xảy ra khi x, = 1; = 


: = 4„.. 


Dạc biệt với mọi tam giác ABC (vÌ các góc A, B, C có số 
đo thuộc (0 ; r)), ta đều có 


sinA + sinB + sinC 
ỏ 


% A+B+C 
< sin l8 £ 
từ đó SUY Ta : 


3 ) =sing =2: 


Với mọi tam giác ABC ;: 


3YVä3 
sinA + sinB + sinC < AH 
dấu đẳng thức chỉ xảy ra với tam giác đều. 


VÍ DỤ 5.3. Hàm số ƒ(x) = x”" (m > 2) có dạo hàm cấp hai 
1 (1) 7 H(HNG l) Tin 2 > 0 trên khoảng (0 ; +œ). Do uậy nó 
là một hàm lõm trên hoảng ấy, uà ta được kết quả 


Với n SỐ +;, X»...., X„ > 0, ta có 
JH Lái 
111) 12.3. Tư x†*z¿+...†* 


Hv mm 
———— 
n hH 


(ở) 
Dấu đẳng thúc chỉ xảy ra khi Xị = #¿ 


= .... = * 


BÀI TẬP 
1. a) Chứng tỏ rằng 


 (x) = jnx 
là một hàm số lồi trên khoảng xác định của nó. 


12 


b) Hãy sử dụng kết quả trên để chứng minh lại bất đẳng 
thức Côsi cho n số dương. 
2. Chứng minh rằng với n góc dương có số đo a,, a,„,..., a 
thỏa mãn điều kiện 
a; † a; +... +a, = 1, 
thỉ ta có 


| kị 4 
cosa, + coSa, +... +cosa_ˆ << n€(£os—. 
l ñ n 


ở. Cho n số dương a, (i = l, 2,...., n) (n > 2), từng đôi một 


(a, ; a) (¡ # j) có tích TT. Chứng minh 
= xb. bi BesAếCẨy (ái are hhangoe = 
l+ay Tan Ì' 3v.) lan vẽ 


4. Cho 2n số dương a, b, (¡ = 1, 2,... n). Chứng minh 
V(a, +b,)(a, +b,)... (a, +b„ạ) > \Nana2t.£Sax + Vb,b....b, ` 


9ö. Giả sử f(x) là một hàm số xác định trên đoạn [O ; a] và lồi 
trên đoạn đó. Lấy x¡ € [0 ; a] @ = l1, 2,..., n), sao cho 


» X. c© [0 ; a]. Chứng minh 


¡=1 


» f(x;) < r(À x) +(n-1)f(0). 
=Ị _ 


i=I 
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Chương III 
BẤT ĐẢNG THỨC LƯỢNG GIÁC 


s1. CÁC HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC CƠ BẢN 


Do mối liên hệ giữa các hàm tang và cotanỹ, ở đây chúng 
ta sẽ không đề cập đến hàm cotang. Theo các kết quả ở §ö, 
Chương II (Hàm số lồi), ta thấy : 

- hàm f(x) = sinx là lồi trên đoạn [0O ; z], 


- hàm f(x) = cosx là lồi trên đoạn si 
- hàm f(x) = tgx là lõm trên khoảng [9;2). 


VÌ vậy ta có thể phát biểu : 
1) Với mọi x¡ € [0 ; xz] ( =.1,/222..n), ta d60UICO 


sinx, + sinx, LEẾ 2/0257.) À xạ †x,†... Xa 
=r+ án cu Đkhh toc VỤ E4 cêc cóc về SủY, 
n n 
dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi xị = X; = ... = Xạ, 


2) Với mọi x¡ € ai ( = 1, 2, .., n), ta đều có 


coSX, +cosx +... TC08X xạ †x,†...+x„ 
—.—.. -— QUY na ưng). 

n n | 

dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi xị = X¿y = ... = Xạ: 


3) Với mọi x, € [0;5) „ ta đều có 


tgx, + tgx;, +... † LEXn xi X†Xy†... +. 
n ai E{ n )› 


dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi xị = X; =.... = Xạ. 
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VÍ DỤ 1.1. A, B, C là ba góc của một tam giác. Chúng minh 


rằng, - ¬ 
_ 3ý3 
1) sinA + sinB + sinC < X2xa ; 
3Vä 
2) 617A) 0IRB.. sinLC < sp : 
3) < 8in 2 SIn 2 SIn 2S 2; 


A B Ca] 
4) SE c2. - 'ĐLƑPL-— 2` SI" = 8- 
Giai 
1) Ví dụ 5.2, ở Chương II, đã nêu ra một cách giải. Sau đây 
là một cách giải khác. Ta có 


A+B AT H 
sinA + sinB + sinC + sin— = 2Sin———c0s = 
` 2 2 
Cx CC z 
+ 2sin (2 +) cos (2 —S) 
A+B C 
Vì 293 5E” <2, 0<s†+e=<z, 
A+B Cựx 
ũ in in(—+=\). 
nền sin 2 > Úc sin (+2) >0, 
Suy ra 
. : A+B C | 
sinA + sinB +sinC +sin— < 2si in( +2) = 
sin sin sinC 2D < 2sir—~— +2sin 2 + 3 : 
A +B+C T A+B—C 1 
sin ( F 12) °9% ( 4 12) 
SN A+B-C  x„x hà 
— 4si: " : — + = in- 
sing cos (———— la) < sim, 
do vậy 
: | 313 
sinA +sinB +sinC < 3sin. = SA 


2) VÌ sinA, sinB, sinC > 0, nên theo bất đẳng thức Côsi 
mm. s Ý3\3 Ni 343 
gan }ụeŠ h8. 


sinA.sinB.sinC < 2 


T5 


3) Do in C (9:5) và hàm sinx là lồi trên khoảng đó, 
nên ta có 

PA HD Ơ cac 3/27: Varl:lS 0G X0 

sim” +sin> +sinz < Sen.| sat non] = 3sine =¡ 2 : 


A B 
Mặt khác vì 0 < coS2 < 1?" 0.< coS2 < II, nên 


TA v H SÀ À w cS 

sinz + sin7 + sinz 
Â  TAlSBPD CĐ CA AGgi 

sinzcosz † sinz c0s2 sinz = 
TT ah in cọ 
= sin ( 2 sin2 =cos7 # sinz = 
® + lÍ 
= V2sin (2 † 1) > V2 Ly Ly 
bởi vÌ 

7T Ca sở 7. %x 3 C 1 
T6 420/105 2.1⁄4 +” 5in(z † 4) * {ã 


Trong bất đẳng thức 
t2 + sỉ = + sỉ A2 
sinz + sinz † sinz 
không thể thay 1 bởi một số lớn hơn : quả vậy, cho AÁ => Ô, 
Có x 
B> 0, thì S2 và ta được 


HN: VD G, 
sin— + sin— + sỉin— —> Ì. 


2 2 2 
4) Theo bất đẳng thức Côsi 
: TH S6 U 
sin2 .sinz. sinz < 


| Ầ B %ẮL 1\v3 lá 
< = ñ" .... in + sìn= ;s- =. ” `¬ s 
[s(snz tsin; sinz)| *Í§) *§ 
Ví DỤ 1.3. A, B, C là ba góc của một tam giác. Chúng 
minh - 


t5 | C9 


l) 1 < cosA + cosB + cosẼ < 
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Í 
2) cosA. cosaB. cosẴ < 


8” 
3) 2 Sàn cac LÀ LIÊP 
= Áo cho —E < 2 › 
⁄ã A B C _ 33 
: —Ð , COS6 2 - x2 = vPs - 


Giải 
l) Cách 1. Dâu A, B, C € (0; z), nhưng hàm cosx không 


phải là lồi trên khoảng đó, vì vậy không thể áp dụng ngay các 
kết quả về hàm lồi. Nhưng để ý rằng 


A+B A—=B _ A+B 


cosA + cosB = 2cos: 2n C05sa < 2cos 5 
vì 0< ` - < S , do vậy cố thể coi rằng C là góc nhỏ nhất 
trong tam giác, thế thì 0 < CC < Ễ : sử dụng tính lồi của 
hàm cosx trên đoạn Ki. ta được 


+ | 
cosA + cosB + cosC < =- 2 = + cosC = 


A+B A+B 
= COS + cCOs——— ‡+ cos < 
2 z 
z.A+B A+B cr 3 
< CcoS^ 2 + P + C) dcoS 2` 


Cách 2. Vẫn coi C là góc nhỏ nhất trong tam giác, ta có 


COSÂ + cosB + cosC bự cos— = 


3 
= 2eos—T— cog TC + 2cos (s m cì COS (s Sa) < 
< 2cos- _ + 3eos („ + Sì = 


Tỉ 


| A+B+€C A+B-—-C 
nh Gan 00) 99 (9u min) 
= 4cos2 cos —= — h2) < ÁcoS2 : 


Suy ra 
| 7 Ồ 
cosÀ + cosB + cosC < dcoso = 5 
(Nhân xét : cần giả thiết C là gốc nhỏ nhất trong tam giác, 
Wc C¡) .w Xượt Cl‹ x 
để cổ 0<. 0bì 72a sico9( ao) >U)... 


Cuối cùng, ta có 


COSÂ + cosB + cosC = 2cos—— cớ — + cosỮ 
= 2sin „ cos = + -— 2sinẺ - = 
= ' Ð + 2sinz [cos“ — cos = 
2 2 2 
= Ì + Asia 1n siaE= >. dt, 
2 2 2 


Dể ý rằng nếu cho AÁ => 0, thì 
mAÀO 92) v ý 
cosA + cosB + cosC = l + 4sin—sỉin——sỉn— => Ì, 
2 2 2 
vậy không thể thay số 1 bởi số lớn hơn trong bất đẳng thức 
cosA + cosB ‡+‡ cosC > 1. 
2) Nếu trong ba góc của tam giác ABC, cố một góc tù, thì 
cosÂ_. cosB. cos < 0, 
Với tam giác vuông, hay nhọn : cosA > 0, cosB > 0, cosỐ > 0, 
vậy theo bất đẳng thức Côsi 


| | 
cosÀ. cosB.cosC < | z(cosA + cosB + cosQ) | l.< (3 "= FS 
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A B 


C 7T : : 
3) Vì PS = = (9 ) và hàm cosinx là lồi trên khoảng 


°i0/2 
đố, nên ta có 


A +B+C ñ 7T 33 


A B 
COS— + Cos— + COS— << äCOS— = 3(cos— = 


2 2 2 6 6 2 


A A 
Mặt khác vì 0 < cos= <1!” nên cos > cosĩ 
Ẫ - B C A B lá 6 
tiệc si to sa fcoa2=aYL a2 < 
CoS2 + c0s2 + c0s2 > coSỐz + cos“ + co 2 


(1 †+..cosÀ + l.+-cosB + Ả + cosC) =_. 


4 | 
(3 + cosA + cosB + cosC) > —= VÒNG 


Để" ý ràng cho, À, >„.0, B, >.,0, thựCG¿<+> + 


C 
=> 1, O0os— -> Ô. do đó 


2 


CDS— => 1 cos 


= 
2 2 


Ầ B 
cog— + coa—= +tcoa- - >2, 


2 2 2 
thành thử trong bất đẳng thức 


gệ"= + ` —ự _ 2 
COSi2 2 CU5 2. CĐSO no 


không thể thay vế phải 2 bằng một số lớn hơn. 


2 


„ do đó 


vậy 


⁄ A B C 
4) Ap dụng bất đẳng thức Côsi, vì COS 2, COS 2, COS 2 > đề 


VÍ DỤ 1.3. A, B, C là ba góc của một tam giác. Chứng 


mình : 
A B G _ 
1) 6o +tløa ta ® Vềy 


A Bai CC 
2) lợˆ= + lgˆ + le. be 


¡9 


Giải 
: 7T Ñ hi c 
1) Hàm tgx là lõm trên khoảng (9:5) vì nó có các đạo 


hàm trên khoảng Kì 


, rÝ/ 
t = : mí C0825. 
(EỦ “ c2y 
| 20-2 : 2sinx No 
J) ca Sì —n : 
(tg*) 2cos ”x. (coSX) an 
Suy Ta 
A B C A +B +C Tr l 
tố 2 †+tg2 +tg2 ? 3tø ( 6 si: 5 {3 
2) Sử dụng bất đẳng thức (Ví dụ 2.2, chương II) 
a?+a2 +... +an ai +a, +... Tân 2 
n Đ- n l 
ta được 
A B 2u ® 
tợ22 +tế” 2 †tế 2 > 
lÍ A B (2 l 2 
= _^` T^ — " r^ “1x bu. 
>s(tøs †te7 +tE2), > § (V3) 


VÍ DỤ 1.4. A, B, C là ba góc của một tam giác. Tìm giá 
trị nhỏ nhất của tích số 


1 | l 
vn (2b, TTEA) (1 ng) ụ tnG) 
Giải. Khai triển biểu thức của P, ta được 


ỦÙ ở ĐÁ 
sinA  2InB siaO) 


P= là Dhượy 


+ Í— 7u SN EHRDS 72 350/0 SRUAS + _ L4 IÊM, 700 2/ GGENG 
sinA.sinB sinB.sinC sinC. SinA) sinA.. sínB. sinC ˆ 


&0 


Theo bất đẳng thức Côsi 
l lị 1 ni | 3 SỂ 
sinA w sinB ụự sinC sinA.. sinB. sinC ° 
l ] | 
=> ¬———— > 


3 
SH. NT NEn...catt-nnn 


( “VsinA. sinB. sinC)? ˆ 


| | 
sinA.sinB.sinC - ( ŸsinA. sinB. sinC)3 


và 


Vậy 
3 k 3 


dưngg.ấno —.- : + — 

"VsinA. sinB. sinC ( 

| 

MT ——— 

( sinA. sinB. sinC) 
1 
ÝsinA. sinB. sinC 

Theo VÍ dụ 1.1 


{WsinA. sinB.sinC < 


l 
ÝsinA. sinB. sinC 


sinA. sinB. sinC)“ 


s|ấ 


b s28 
== {3 ` 


Suy ra 
2 \v3 
N HH Lm V3) 
Dấu đẳng thức xảy ra khi sinA = sinB = sinC, tức là khi 
a = b=ec : tam giác ABC là đều. Thành thử 


minP = (1 +)” 
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BÀI TẬP 


I. A, B, C là ba góc của một tam giác. Tìm giá trị nhỏ nhất 
của biểu thức 


l || 
1+——`\ (1+ 1+ 
sin^ n) T) sinˆ G) 
2. A, B, C là ba góc của một tam giác nhọn. Tìm giá trị nhỏ 
nhất của biểu thức 
l l l 
| ~ : '—=—=—=)| ‹ 
SIEA) ụ — ụũ SGBG) 
3. A, B, C là ba góc của một tam giác. Có thể kết luận gì về 
giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của các biểu thức 


(1+ 


a) (l1 + sinA) (1l + sinB) (1l + sinC), 
b) (1 + cosA) (1 + cosB) (1 + cosC). 


§2. XẤP XỈ CÁC HÀM sinx VÀ cosx 


Các hầm số sinx và cosx là những hàm số siêu uiệt. VÌ thế 
trong nhiều bài toán, người ta cần xấp xỈ các hàm ấy bởi những 
hàm số đơn giản hơn, đặc biệt bằng các đa thức theo biến số 


x€GR. 
Một xấp xỈ khá thông dụng được phát biểu bởi mệnh đề sau : 


Mệnh đề I 


1) Với mọi x > 0 


x3 xÌ” %~ 
# —2[ < SỬX < XT qỊ Ủ nr 
2) Với mọt x # 0 
x: | T20 x? 
nan a2 vợt 
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Chứng minh. Xét các hàm số sau đây : 


f¡ (x) 5ø! 3i 7X sinxr 


xỉ. “x2 

,() “na Ta TÌ — COSX 
xì 

{ (x) = EnI =*~ tin 
2 

{.(X) = 2.” l ‡ cosx 

f(x) = x - sSinx. 


Ta có 
8œ) = £.(x), Ứ„(x) = [(x), Ểa(x) = F.(X), f'„(x) = fc(x). 


Với x > 0, như đã biết f(x) = x - sỉnx > 0, vậy f{,(x) là 
hàm đồng biến trên [0 ; +œ). Nhưng f.(x) lại là một hàm chẵẫn, 
do vậy với x z 0 


2 
[@œ) > f(0) = 0= 1 +cosr > 0. 
Do f(x) = f,(x) > 0 khi x # 0, suy ra f(x) là hàm đồng 
biến trên [0 ; +œ), thành thử 
[y(x) > f,(0) = 0 khi x »> 0 = 


xả 


® ap —X †sSinx > 0 khi x > 0. 


Tiếp tục cách lập luận đó, ta được : 
[(x) > 0 khi x z 0, 
fx) > 0 khi x > 0. 
Mệnh đề được chứng minh. 


Sử dụng lập luận trên và phép quy nạp theo số tự nhiên k, 
ta có thể chứng minh kết quả tổng quát sau đây : 
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Mệnh đề 2 


L Với mọi x > 0 uà mọi số tự nhiên R 


_ x3 \ c5 x4k +3 x4k +5 
sinx < x —— +—_-...—-———+—..- 
j] si (45 + 3) (4h + O)] : 
xỶ x x x® NI x44 +3 
5IHX..> .1ẽ.= + —- 


_ —— +... —.-_.nnn 
gI092 5197] † (4gp +1)! — (4k +3)! 


2) Với mọi x # 0 uà mọi số tự nhiên È 


n 2 ti: x4 +2 : x4 † 4 
COSX < — — — —.,..——— ———- 
2! 4l (4"» +2)! (4h +4) l 
` x4 xố x3 x4k +2 
o8%..> 1= =as +. .xẽ=._. 


'* —=_— Tan - 
21 4! 6] (4*)' (4k +2)! 
Ta hãy để ý rằng uới mọi x € È cố dịnh 
lị 
lim (0: (1) 
n 


¡=> +% ` 
Quả vậy lấy n„ là một số tự nhiên thỏa mãn điều kiện 


n> 2|x|. Với n > n„m, ta có 


0 
E xÍ‹ x2 xfs l n~n, 
TẾ lo trà a0 50G, l2) 
ni n nN§fF@n" r1). .H nụ: 2 


Cho p > +, thì vế phải sẽ nhỏ mãi, từ đố suy ra (1). 
Với kết quả ở Mệnh đề 2, ta có thể hình dung rằng nếu cho 
k lớn mãi, thì sẽ được 
n 2m † I 
X 
"xa 1 Àm"  — = 
vàEHh 2 ( Ụ (2m +† ]) ! 
mo 
(trước hết : dấu = xảy ra cho x > 0, sau đó nhận xét rằng 
cả hai vế đều là "hàm lẻ" của x, nên dấu = xảy ra cho mọi 
x CGÄ), 


so 


2m 
COSX' = » (=1) P ạ 


(2m)! 


II RẾ, 
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Các biểu thức này được gọi là các khai triển uô hạn của các 
hàm sinx, cosx theo các lũy thừa của x. Phép chứng minh chặt 
chẽ các biểu thức ấy phải dựa vào lí thuyết chuỗi số của Toán 
học cao cấp. 

Ta hãy xem một ví dụ áp dụng. 

VÍ DỤ 2.1. Cho œ là một số túy ý. Xem dãy số (a,) xác dịnh 
bởi 
Œ› = œ Œ„ = SI-NG, —; (R = l, â -..) 

Chúng minh rằng 
b0 = na.(1Ð= 112, Sj (1) 


ni 
là một dãy số tăng 0uà bị chặn trên. 
Giải. Nếu cần, ta đổi dấu số z, nên ta chỉ xét trường hợp 
U< da <t. 
a) Trước hết ta hãy chứng minh bằng quy nạp rằng 
1= 
n+] 


0 <a.< 


Quả vậy với n = Ì 


[a 
Ú < a, = sỉinz < 1< 62) 


Già sử (1) đã đúng cho n. Sử dụng bất đẳng thức 


xì. 
SK xao ngg x >.0). 
ta được 
Ú < a,„¡ = sina  < sin 
S | 3 | 9 
Ý<Nc— (1-g§. TH 
n h3 6, znz+»i1 120 (n + 1) 


vậy để chứng tỏ 
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ta chỉ việc chứng minh rằng 
: | 3 3 
4y cong ý xe saa or BESTETTRENNN 
n +Ì 2(D +2 1) 40(n + ]) n+2 


hay cũng vậy 
| 
l 3 | n I2, 
. ' —n = vi — lọ lờ xử 
2n _ 40n2 = nh u n) \ nn (2) 
Xem hàm số 


- x dẻ. | 
f(X)'= (1 .†+'x) Nà. TT A0, J6 6S3 Dự 


Ta có 
L 0uYỐ 3 SốN Hộ, “8x 
M3) s6 x) 2 20 
to Tá Vuốd ý 20 — 
_3 
=— + ˆ.— 
20 |5 †*) | 
| Ồ 
Vì 0 <x <¿, nên 0 < l†x < -, do đó 
S 3 
ổ!-1(19. 105 UY? „9 v02} š 
< U Ai ci\nl\vx.V, s2 


Suy ra 
f°@) >0 khi 0 €x < >. 

Thành thử f(x) là đồng biến trên đoạn |0 3Ì. mà f(0) = 0Ú, 

nên f(x) > 0 trên khoảng (0;2]. lại suy ra f(x) đồng biến 


| 
trên đoạn |0;z], mà f(0) = 0, vậy f(x) > 0 khi 0 < x < 2: 
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l 
Lấy x = = thì được (2). 
Tốớm lại, ta đã chứng minh được bất đẳng thức (1), vì vậy 


= b. Ír — 
1S 1S 05 x=rŠS122©S6sÃ ©6222 


tức là dãy số (b_) bị chặn trên bởi số 3. 
b) Để chứng minh rằng (b,) là một dãy tăng, ta vận dụng 
bất đẳng thức _ 


X 
sinx > x — -=- > 0 khi 0 < x < 2, 
và được 


b+i =(n+l)a2,¡ =(Œ+l)sin2a '> 


3 2 
> (n+l)(a, S= k = (n+1)a2 (1 cà = 
2 4 
= (n+]1)a2 1 = = > 
2 An | 3 
BI làn áo ụ —g) > A+l)a; ụ Lén 4 “ng, 
= na^ = D.‹ 


$3. ĐA THỨC LƯỢNG GIÁC 


1. Đa thức lượng giác 
Một da (hức lượng giác bậc n là một hàm số có dạng 
Íx) = a, † a; cosx + bị sinx † a, cos2x + b, sin2x +... 
Ö tan cosnx + b„m sinnx, 


với an, bạ không đồng thời bằng 0, tức là a2+b?>0. 
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b,„ được gọi là các hệ sớ, riêng số 
hàng của đa thức lượng giác f(x). 
thức lượng giác f(x) 


Các số a., â\; mm... 
a, còn được gọi là số hạng 
Nếu ñy = Ú, người ta còn nói rằng đa 
"không có" (hoặc "không chứa") số hạng hằng. 

Các đa thức lượng giác bậc 1 đều là những hàm số tuần 
hoàn với chu kì 2z, do vậy chúng được sử dụng để xấp xỈ các 
hàm số tuần hoàn : đây là cà một lí thuyết sâu xa của toán 
học ("Chuỗi lượng giác `). 

Sau đây, với phương tiện của toán sơ cấp, ta sẽ thiết lập 
một số tính chất của các đa thức lượng giác, liên quan đến bất 
đẳng thức. 

Mệnh đề 1. Nếu đa (hức lượng giác 
f(x) = a„ + a, cosx + b, sinx +... +au cosnx + bạ sinnx — (1) 
đồng nhất bàng 0 với nọ, x € Ẩ, thì tất cả các hệ số của nó 
đều bàng 0 : _ 


= q„ = b`.=.:Ô0. 


a„ = q, = ÙÒr=... h 


li 


Chứng mình. Tụ sử dụng phép quy nạp theo số tự nhiên n. 
Với n = 0 (khi đó f(x) = a,), mệnh đề là hiển nhiên. 


Với n = Ì1 


f(x) = a„, ‡ a; cosx † b, sinx = 0. 
1 
Cho x = Ô, 2 7, ta được 
0 ='a, +a, = ao + bị = Rọ - Bị, 
suy ra A, = 8ị; = Dị = 0. 


Xét n > 9. Dể ý rằng với số tự nhiên m > 2, thì với 
km1.á m - 1, ta có với mọi x € R: 


—-d 5 
, la: la . 


cos kx + eosk (x ¬ + cosk (x ¬ +... 


(2(msd) 
,:, +CoSLk (= ¬—_= 
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2(m - Ì)z 


`}? 


27T 
sin kx + sink (x Và +... tsink (x† 
mì j 
(10.1) 7... 
sinR [a —_— sinkz 
| m 
-J)r—= 
m 
Trở về với đa thức lượng giác (Ì) 
f(x) = 0 với mọi x € R, 


ở (2) và (3), lấy m = n, và cho ke= 1; 2?.s2 n:‹-—-:l; cho 


(Đ.=i)+ 
kạt Sợ) 


© 
lÍ 
^ 
= 
+ 
AC, 
— 
| 
¬—— 
¬ 
mm 
 ƯNG 
sả) 
+ 


St E 


© 
l| 
vs 
s — 
E 
¬———— 
— 
Ö—n 
E 
+ 
giÈ 
+ 
` 
TƯ mm 
øịa 
+ 
=q 
|Ì 
tỉ 
¬——_ 
| 


và ta được 


Như vậy chỉ còn 
ẨX) = 8. COSX + bị sinx t.. ta 7 C09600, 21)X + 
Xa Bì n(n~ l)x N.Ụ, 


và theo giả thiết quy nạp : 
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—_ «4 BÍ... 
———>—eeem=-=z~e — 


ay = bị =... = 8y _g h= 
Mệnh đề I được chứng minh. 
Mệnh đề 2. Một đa thức lượng giác bậc n > 1, không có số 
hạng hằng 


[x) = da, cosx + b, sinx +... + d„ cosnx + „ SLnnx- 


È 4 P¿ 
(a2 + bˆ > 0) 


phải nhận giá trị dương uà giá trị âm. 
Chúng mình. Vì a2 +bể > 0, nên theo mệnh đề 1, tổn tại 
x„ sao cho 
f(x) # 0. 


Mặt khác, áp dụng (2) và (3) với m = n + 1, và k = Ìl, 2,.. 
VỚI x = x,, ta được 


TST, 


mà f(x) # 0, vậy f(x) phải nhận cả giá trị dương và giá trị 
âm. 
Một trường hợp đặc biệt của «Mệnh đề 2 là đa thức lượng 

giác bậc nhất không có số hạng hằng 

f(x) = a cosx + b sinx (a2 + b“ > 0), 
mà SGK DSvGT 11 đã chứng minh 

max f(x) = a“+b“, minf(x) = -Ýa“+b“, 
tức là 

— {a7 +b“ < acosx +bsinx < a2 +bZ , 

với mọi x € R ; dấu đẳng thức phải xảy ra với những giá trị 
thích hợp của biến số x. 


Trong Vật lí, người ta thấy một "dao động điều hòa" (chẳng 
hạn : sóng âm thanh và các hiện tượng mô tả bằng sóng) với 
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Tn- 


chu kÌ n = l1, 2,..., được biểu diễn bởi "đơn thức lượng 


n ) 
giác" bậc n 
f (x) = a, C0S nx Dạ sin nx, 

với biên độ dao động 
LÀ = Va2 +bể : 
tức là theo nghia Tbán học : 
maxf. (x) = Ya“ +b“, minf (x) = -Ýa“ +bé. 
Nhưng dao động đó bị "nhiễu" bởi những "sóng uới tần số 
thấp", tức là bởi các đơn thức lượng giác 
f(x) = a, “COS kx + b., sín kx (l < k<n- Ì). 
Toán học chứng minh : không thể có biên độ dao động lí 
tưởng 
Áy = Vag +bệ 
nếu không gạt bỏ hoàn toàn được sự có mặt của các "sống với 
tần số thấp". Dó là nội dung của Mệnh đề sau đây : 


Mệnh đề 3. Cho ƒf(x) là một da thức lượng giác bộc n, không 
có số hạng hàng : 


ƒx) =  qa,cosẽz + b7einxið ta. Si. a„cosnx + b sinnx 
(a2 +b2 > 0). Thế thì 


1) maxƒf(x) > Ýaˆ Ti0< 


dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi ga; = Ùb¡ =... = đ, _gệ” Vu 
2) minf(x) < —Ýa“ +bˆ , 
dấu dằng thức chỉ xảy ra khi a, = bạ = .. = d„__¡ = bạ _ụ 


Phép chứng minh Mệnh đề 3 vận dụng đến những phương 
tiện của Toán học cao cấp. Với các phương tiện của Toán sơ 
cấp, ta hãy chứng minh trường hợp riêng của Mệnh đề ỏ, với 
n = 2. 
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Mệnh đề 4 
l) Nếu Uới mọi x €G R 
acosx + bsinx + ccos2x + dsin9x < {cˆ+d 
thì q = b = Ô0. 
2) Nếu uới mọi x G R 
a€osx + bsinx + ccos2x + dsin2x > — {c? +d^ 
thì a = b = 0. 
Chứng mình. Nếu cˆ + d? = 0, thì kết quả là hiển nhiên. 
VÌ vậy sau đây ta giả thiết rằng r = c2 +dˆ > 0. 
l1) Lấy góc g (0 < g < zø) sao cho 


} 


"x+ịA. 


C 
COS 2W = = sin 2ø = 


thì được 
acosx + bsinx + ccos2x + dsin2x = 
= TCOSZ2(x - ý) + acosx + bsinx , 
và ta có với mọi x 
rcos2(x - /) + acosx + bsinx < r., 
Bất đẳng thức này đúng với mọi x, nên thay x bởi x + Ø; 
ta cũng có với mọi x 
rcos2x + Acosx + Bsinx < r, (4) 
trong đó 
A = acosø + bsin, B = bcosø - asino. 
Trong (4) chc x = 0 và x = z, ta được 
rT†#®À <SPp,pT-Á<P, 
suy ra Á = 0, và (4) trở thành 
rcos2x + Bsinx < r 


hay 0 < sinx (2r sinx - B). (B) 
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Nếu B z 0, ta chọn x sao cho sinx có giá trị nằm giữa 0 


và Sã ,„ thÌ sẽ được 
2r 


sinx (2r sinx - B) < 0, 
trái với (5). Thành thử phải có B = 0. Từ 
B = acosø +bsinø = 0 


B = bcos--asinw = 0 
BUY TA .a.= b =0: 
2) Vẫn với các kí hiệu r, ø, A, B như trên, theo giả thiết 
ta có với mọi x 
rcos2x + Acosx + Bainx- > -—r, 


Thay x bởi x S< 


2" ta được 


2 


, — 


7L : 7 
—rCOS2x + A cos (x+5) +Bsin (x+5) > —r 


hay : 
T COS2x - B cosx + A sinx < r 


với mọi x. Lập luận trên chứng tỏ rằng A = B = 0 tức là 
®.=.‹b.=(0: 


2. Định lí Fê-iơ (Fejér) 


Ta hãy nêu thêm hai kết quả sau đây về các đa thức lượng 
giác, gọi là các định lí Fê-iơ, mang tên nhà toán học Hunggari 
Lipot Fejér, người đầu tiên đã tìm ra các kết quả ấy. (Thật 
ra Fejér đã sử dụng những phương tiện của Toán học cao cấp 
để chứng minh, sau này người ta mới tìm ra phép chứng 
mỉnh sơ cấp), 


DỊNII LÍ I- Với mọi x G6 [0 ; 1Ì Uà Uới mọi SỐ nguyên đương 
h, tdđ đều có _ 


| | l 
SIX + ạ Sm2x + a Simảx +...: ¬ Sinnx >.ÚU: 


Chứng mình. Hiển nhiên ta chỉ cần xét : 0 <x< x Đặt 
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: 19 lấi 
Š.(x) = sinx 2 Sin 2x 3V 52, ¬ in nX . 


Với n = 1, ta có 5,(x) = sinx > Ö khi x € (0 ; 7z), vậy 
định lí đúng khi n = Ì. 

Ta chứng minh bằng quy nạp và phản chứng, giả thiết rằng 
có một số tự nhiên n nào đó, sao cho 

ŠS„(x) > 0 với mọi x € (0 ; 7), 
nhưng tồn tại x„ € (0 ; 7z) sao cho 
Sn+iQ) < 0. 

Như vậy (vì Š5_.,,(x) là một hàm liên tục trên [0 ; zl]); 
S„,W2có giá trị nhỏ nhất là một số âm, và ta có thể chọn 
xc 7r) sao cho 

min S_„¡(X) = 5n+¡ (Xe) XS 
x€|0;1"| 


Hàm Š_.¡(x) có đạo hàm tại mọi điểm x € (0 ; 7) : 
5 n¿¡) = cosx + cos2x +... + cosnx + cos (n l)x = 
"an trö2)X.. x 
sin 2 sin 2 


= Đc m 
sin 2 
vậy tại điểm x., ta có 1= 0, tức là 


(2n † 3) x X 
ST an = sins > 0 (vì Xo:¡C (001 7)), 


từ đố suy ra 


(2n +3) x„ 
len : 
X xÃ 
= l—-sin— = COS-2- 
b‹ X 
: M Ö JE O 
bở — = OS— 
¡ VÌ 2 C (0:5) nên cos-2 ` Hy 
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Th có theo định nghĩa 


| +) 
S..¡0) = 80) th , 


vậy 
ñ +21) (311 2) 5K) — SH (Dn1ri) Xi 
(n+jở)x, x 
=.1in:( mp2) 


: (2n + 3) X.. XS (2n +3) LAN ĐÓ 
E SiT nga waaunanCOSrreaCOSGGG. sin— > 
2 2, 2 2 
SP ni 2a R2 (2n †+Ö)XV Ta G 
> Sin= “CO5 -a.=ằ=-. ăn. = 
2Ÿ gui 2) 2 2 
XS XÓ HÀ đe : 
E510 ..4C03.....CcO08;a..58n- . = 
2 2 2 2 
suy ra 


D0 (X0) S5 10(X9)= ÚỐ. 


trái với giả thiết 5, (x) > 0 với mọi x € (0 ; z7). 
Thành thử ta phải có 8... (x) > 0 với mọi x € (0 ; 7). 
DỊNH LÍ 2- Với mọi x € R uà mọi số tự nhiên n, ta có 


] 1 
Ìl +đ cosx + 2 C0s2z +... +. —- fosanx » 0, 
h 


Chứng mỉnh. Kết quả là hiển nhiên với n = 1. Với n > 2, 
đặt 


| | 
S. (X) = 1 + cosx † 2 cos2x +... +— cosnx. 


Các 5Š (x) là những hàm tuần hoàn với chu kÌ 2z, và là hàm 
chẩn, vì vậy ta chỉ cần xét các hàm số đó trên đoạn [0 ; zZ]. 
la có với x € (0 ; r] 
Š n(X) = -(Sỉnx † sin2x +... + sỉnnx) = 
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n+ 
(2n 215B DTC X 


COỔ 21 6e 2 
Hung Si n0 
2sSỉn 2 
SUy Ta 
2n+l)x 2n †+3)x 
¬¬—_-~ + cọa CC} = 2 cos 2 
S69) XS na) Tà Tri mmrmmmmmmae,ar. 
2Sin—= 
2 
>.$ | 2 » 
2 cos 2 cos (n + 1) x ==.2 __cfos(n †+l)x-] 
= ¬ ¬ứ t * > 
⁄ SIn 2 52 


với x € (0; 7). Biểu thức cos (n + l) - ] chỉ bằng 0 tại những 
điểm rời rạc : 
2k1 


n †+Ì .=. 


X. = 
và cos (n†]l) x - Í < 0 trên khoảng (x, ; x, , ¡), suy ra rằng hàm 
S3) SE v7, €9, 


n+ ] 
là nghịch biến trên đoạn [0 ; zr]. Thành thử với x thuộc 
đoạn đó 
Sn(x) †+ 5. ,¡(x) 2> 5 (r) + SN 0))= 


cos (n + l)z 


_ ] ] | 
=i 7 (1 †cosz +7 cos 2x +... +— cos nz) + — ai 


cos(n + ]l) 7 


| 
= 2 (gcos2x+...+—cosnz) + 
[scos ¬_ C0S nz) TEỨI : 


2 
(nhớ rằng ta chỉ xét trường hợp n > 2). VÌ cos kz = (-l)X 
nên với n = 2m (m > l) 
5m (x) + 32m+l (x) > 
'PNG | ] l| | 
+ an — +——\ —-—, Ũ 
72 2m —] 2) 2m + Ì ° 
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Nhưng 
| _ƒos(2m + Ì)x 
2m (x) + 2m +1 (x) = 2 32m (x) D2NE02277551512N0E _Š 


vậy theo (5) 


| cos (2m + ])x 
2 32m (x) TIn Á GD DA, 2 


2m + 
j18N Lực | vi | | MẬT À 
>2 ÍX=cguc=Š1rco¿Š = 
C si CS Shý 2m — 2 211) 
LỆ pc, 4À óc 
m 2m+1l' 
hay 
[m1 I 2 
5 > [Ts~T.=†+...+ —==—=—— 
2m (X) (ö = 240) TT 
„ _L _l+cos(2m †l)x 
2m 2(2m + l1) 


TÔI | 1 
x (5 3)†...† 2im=2es ren) Sở ST, 
Lại vì 


: cos (2m + 
52m) +8 +1 (%) — Hï “-..—= 


vậy theo (5) 
cos (2m + l1) x 


922m + 1,5) 06002 i7TVNES 
- 1 | “1 | | 
1 ca: =7 -.—. ^^ .(.ẽ=._—. 
& 3 2m —2 21) 8n /Avi V1 ˆ 


| | | 
2m + (X) 3 (2-8)†--:1 | 2mE=212nEE) 
c5 2n là 


_?m 2(2m + lì 


| 
ÿ 1 NT Ẫ 
>i(B=n) acc (cnerreiie 
Dịnh lí được chứng minh. 
Ghi chú - Toán học cao cấp đã chứng minh : với mọi số 


thực x € F 


I—ln |sinz| = (Ì ) == : 


nz=l 


BÀI TẬP 
1. Xác định tất cả các giá trị của m, sao cho ta có 


l¿. + 
sinx + m sin 2x +2 sin ởx > 0 


với mọi x € [0 ; +z]. 
2. Bàng cách sử dụng đa thức bậc 3, hãy chứng minh 
l +cosx + cos.2x + 2 cosđx >0 
với mọi x € ÏR. 
3. Xác định m để với mọi x € R, ta luôn có 


] 
1 †cosx † 2 cos 2x † m cos ởx >nU 


4. Giả sử 
l + a cosx + b cos2x > 0 


với mọi x € R. 
a) Chứng minh rằng 
lai tca|blie< 2: 
b) Chứng minh rằng đảng thức |a| + |b| = 2 chỉ xảy ra 
: 7 | 


khi tì. ==' = = 
: q:A + 
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Churơng TƯ 
BẤT ĐẲNG THỨC HÌNH HỌC 


Các vật thể hình học hết sức đa dạng. Hình học đã phân loại 
chúng ra từng lớp, tìm đặc điểm chung của các vật thể thuộc 
từng lớp. Đi sâu vào việc nghiên cứu các đặc điểm, người ta thấy 
mỗi lớp đó còn "quá rộng", chẳng hạn trong mặt phẳng : 

- lớp các tam giác bao gồm các tam giác nhọn, vuông, và tù ; 

- lớp các tứ giác bao gồm các tứ giác lồi, lõm. Với các tứ giác 
lồi, lại còn có hai khái niệm đặc biệt : tứ giác nội tiếp (có đường 
tròn đi qua 4 đỉnh của tứ giác), tứ giác ngoại tiếp (có đường tròn 
chứa trong tứ giác, tiếp xúc với cả 4 cạnh của tứ giác). Và v.v... 

Với nội dung của Chương trình Phổ thông, Hình học sơ cấp 
ngoài việc nghiên cứu "định tính" của mối lớp các vật thể nói 
trên, còn có việc nghiên cứu "định lượng” các yếu tố tham gia 
việc xác định các vật thể đó. Liên quan đến việc định lượng, 
tính toán, tất nhiên sẽ nảy ra nhiều bài toán "ước lượng” sử 
dụng bất đẳng thức. | 

Một ví dụ quá đơn giản là : 

"Dể ba số dương a, b, e là số đo độ dài cạnh của một tam 
giác, điều kiện cần và đủ là : mỗi số phải nhỏ hơn tổng của 
hai số kia 

8a < b+c b<ec ta c <4 0Ð, 


Hỉnh học sơ cấp còn có một ngành đặc biệt, rất khó, đó là "Hình 
học tổ hợp", không thể giới thiệu trong Chương trình Phổ thông, 
nhưng lại có nhiều ứng dụng trong thực tiên. Chẳng hạn : 

1) ABC là một tam giác cho trước. Hãy xác định hình tròn 
bán kính R nhỏ nhất chứa tam giác đó. (Ví dụ 1. 2 dưới đây). 
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2) Cho hình vuông cạnh I1. Xác định số R lớn nhất để từ 
hình vuông đớ, ta cất ra được 3 hình tròn bán kính H. 

Và xin nêu một bài toán nổi tiếng của Hình học : 

- Bài toán phẳng : với hình tròn bán kính R = I, có thể 
gắn tối đa được bao nhiêu hình tròn bán kính R = l, tiếp xúc 
ngoài với hình tròn trên và không "dâm" lên nhau Ÿ 

Lời giải rất đơn giản : 6 hỉnh tròn. 

- Bài toán không gian : với hình cầu bán kính R = IL, có 
thể gấn tối đa được bao nhiêu hình cầu bán kính R = l1, tiếp 
xúc ngoài với hỉnh cầu trên và không "lấn" nhau 7 

Ban hãy thử tiến hành thí nghiệm sau : hãy lấy một số quả 
bóng bàn (l5 quả), và keo dán, để gắn các quả bống bàn ấy. 
Gọi 5. là quả bóng bàn đầu tiên. Gán quả bóng bàn 5, và ä.. 
Với ý thức tiết kiệm, bạn hãy gắn vào 5_ và xung quanh 5, : trước 
hết một quả S, tiếp xúc với 5„ và 5, rồi quả thứ hai 5; tiếp xúc 
với S,„ Š¡, S„, TỔI quả thứ ba 5, tiếp xúc với S195, S2 .; như 
thế cuối cùng được một "vành đai" vây quanh S¡, gồm 5 quả 
bóng §„, Š;, 5¿, S‹, S,. Nhưng vành đai này còn có chỗ hở. 
Ban hãy tiếp tục dựng vành đai thứ hai : do có chô hở nói 
trên, vành đai này hơi lộn xộn, chỉ gồm có 5 quả bóng, lại còn 
có chỗ hở lớn hơn. Trong không gian còn lại, bạn chỉ có thể 
gắn thêm một quả bóng tiếp xúc với 5. Tốm lại, với cách làm 
ấy, với ý thức tiết kiệm thô thiển khi lập vành đai thứ nhất 
vây quanh S,, các bạn chỉ gấn được l2 quả bóng vào Su- 

Nhưng nếu khi lập vành đai thứ nhất (vẫn chỉ gồm 5 quả 
bóng) quanh 8§,, khéo thu xếp để lập vành đai thứ hai (vẫn chỉ 
gồm 5 quả bóng), di nhiên vành đai này vẫn lộn xộn, nhưng 
cuối cùng còn có không gian để gắn thêm hai quả bóng nứa 
vào 5, tức là gắn được cả thảy 13 quả bóng vào 5,. Nhưng 
vẫn còn rất nhiều chỗ hở. 

Người ta kể rằng : cách đây 250 năm, có người đã hỏi 
NEWTON về bài toán không gian ấy, và NEWTON đã trả lời : 
13 hình cầu ! NEWTON không đưa ra lời giải, sự "ước đoán' 
đó dựa trên nguồn gốc nào, người ta không rõ. Trong thực 
nghiệm nói trên, còn rất nhiều chỗ hở trong không gian vây 
quanh 5,, dẫu có gấn được 13 hình cầu vào 8,, người ta đã 
từng tìm cách sấp xếp lại để có thể gắn thêm hình cầu thứ 
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14, nhưng vẫn thất bại, bởi vì chỉ theo phương pháp thô thiển 
của thực nghiệm. Không coi nhẹ vai trò của thực nghiệm, nhưng 
Toán học lí thuyết luôn coi rằng : thực nghiệm chỉ là thực 
nghiệm ! Gần 200 năm sau, người ta mới chứng nìính được 
rằng sự "ước đoán" của NEWTON là đúng. 

Nếu các bạn có nghi ngờ gì về bài toán trên, xin các bạn 
hãy chứng minh chặt chẽ bài toán sau đây : 

"Từ hình vuông cạnh c = 1, người ta cát được ra hai hỉnh 
vuông cạnh a và cạnh b. Chứng minh rằng : 

a + b-«<'1", 

Lời giải của bài toán, tuy rất sơ cấp, nhưng hoàn toàn không 
đơn giản. 

Töm lại : có quá nhiều bất đẳng thức trong Hiỉnh học, và 
tùy theo từng vấn đề cụ thể, mà người ta quan tâm đến từng 
loại bất đẳng thức hình học. 


Do vậy Chương này chỉ giới thiệu một vài bất đẳng thức cơ 
bản. 


§1. BẤT ĐĂNG THỨC LIÊN QUAN ĐẾN 
TAM GLÁC 


Trước hết ta nhớ lại kết quả đã chứng minh ở Ví dụ 1. 83, 
Chương II : 
Trong mọi tam giác với chu vỉ 2p và diện tích S, ta đều có 


p2 
S =< 343” 
dấu đẳng thức chỉ xảy ra cho tam giác đều. 
Từ đó suy ra : 


- trong tất cả các tam giác có cùng chu vi, tam giác đều 
có diện tích lớn nhất ; 


1ØI 


- trong tất cả các tam giác có cùng diện tích, tam giác đều 


cố chu vi nhỏ nhất. 

Dây là kết quả cơ bản nhất về tam giác, liên quan đến bất 
đảng thức. Th xem thêm vài bất đẳng thức khác. 

VÍ DU 1. 1. Gọi h, r là bán kính các đường tròn ngoại tiếp, 
nội tiếp của một tam giác tùy ý. Chứng mình ràng 

r | 
F 2 
dấu đảng thức chỉ xảy ra uới tam giác đêu. 

Giải. Có rất nhiều cách chứng minh kết quả trên, đặc biệt 
có cách chứng minh thuần túy hình học. Sau đây là một cách 
chứng mỉnh sử dụng Lượng giác. 

Theo các công thức tính diện tích 5 của tam giác, ta có 


abec 
Š = “©Ó = ——, 
PT; 4R 
suy ra 
abe abe 2RsinAsinBRsinC 


ƒ_..- mm=nmmm—" —===mmnn.-Emnmm=m BS 


F = tRp — 2R(a+b+e)  sinA+sinB+sinC 
Ta đã biết (Ví dụ 5. 2, Chương II, hoặc Ví dụ 1. 1, chương III 


ƒ© >⁄LÊN Hi _ sinA + sinB + sinC j9 
sinAsinBsinC < T1, °.T1%ET-VREENEIE < 2) 


do đó 


BÀ 2RsinAsinBsinC  2R ứng 0vẤP T22) Gó IỐN ›. 
2 nnannBaneC ` 3g (sinA sinÖ sinU) E202. 1/2) 
hay TH 

Rw% 2 


Dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi sinA = sinB = sinC hay 
Aa = b = c, tức ABC là tam giác đều. 

Dường tròn ngoại tiếp của một tam giác có rất nhiều tính 
chất quan trọng trong Hình học. Trong một số ứng dụng thực 
tiến, người ta chú ý đến : 
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VÍ DỤ 1. 9. ABC là một tam giác cho trước. Xác dịnh hình 
tròn uới bán bính R nhỏ nhất, chúa tam giác dó. 

Giải. Cần phân biệt hai trường hợp : 

1) ABC là một tam giác vuông hay tù. Giả sử BC là cạnh 
lớn nhất của tam giác đó : hÌnh tròn "nhỏ nhất" chứa tam giác 
ABC là hình tròn đường kính BƠ. Quả vậy, đoạn BC được chứa 
trong hình tròn, và không thể vượt quá độ dài đường kính của 
hình tròn ấy. 

2) ABC là một tam giác nhọn (có cả 3 góc nhọn) : hình tròn 
nhỏ nhất chứa tam giác ấy là hỉnh tròn ngoại tiếp. 


⁄ 
M 2 _ 22 7 ⁄2 
⁄1⁄⁄ Ạ 
Z 
“4 


Hình 5S 


Quả vậy, gọi O là tâm, R là bán kính hình tròn ngoại tiếp 
tam giác ABC. Ta vẽ 3 hÌnh tròn tâm A, B, C, bán kính R (Hỉnh 
5), Với các kí hiệu O,, O,, O; trên hình đó, ta thấy rằng O,OO,, 
O,OO¿, O:OO, là những góc tù vì A, B, C đều là góc nhọn. 
Từ đó suy ra rằng 3 hình tròn nói trên có một điểm chung duy 
nhất là O. Thành thử nếu O' là một điểm tùy ý khác O, thì Ơ'” 
sẽ nằm ngoài Ít nhất một trong ba hình tròn, suy ra 


max {1O AS*“UOB ;OCG)J?>*RK 
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Xem một hình tròn tâm O” chứa tam giác ABC : gọi R' là 
bán kính của nó. Ta phải có 
R. >a max {ƠA ; QB; OC) > R. 
VÍ DỤ 1. 3. M là một diểm tùy ý trong mặt phông của tam 
giác ABC. Chúng mình rằng 
MA2 + MB? + MC2 > —C 
: V3 
(S là diện tích của tam giác). Hãy xét xem khi nào thì xảy 
ra dấu dàng thúc. 
Giải. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC : ta có 
GÀ + GB + GC = 0. 
Vì 
MA? = |MA|? = (MG + GÀN? 
nên : 
MAˆ + MBˆ + MCˆ = 
3MG2 + GA? + GB2 + GC2 + 2MG(GA + GB + GC) = 
3MGˆ + GA? + GBˆ + GC2 > GA? + GB + GCˆ2, 
dấu đẳng thức chỉ xẩy ra khi M = G. 
Gọi mm là độ dài trung tuyến của tam giác, kẻ từ đỉnh A. 


2 _ | 
"R8 có GÀ = am; 2m< + a2 = bˆ“ + c2 


MG2 + GA? + 2MG.GÀ 


3 
Suy ra 
4 a2 +b2 +cZ 
S000 (na a00x Lm m2), .a..- ” 
S3! b 6 Ðp 4 
3) 3 ) Ấ' ¬Á:! v.Ê7@ [}, 


dấu đẳng thức chỉ xảy ra với tam giác đều. 


VÍ DỤ 1. 4. (Bài toán ERDOÖS). M là một diểm trong của 
tam giác ABC. Gọi P, Q, R là các hình chiếu uuông góc của 
M lên các cạnh AB, BC, CA. Chứng minh 
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MA + MB + MC > 2(MP + MQ + MR) . 

Giỏi. Dể cho tiện, ta kí hiệu p, q, r là độ dài các đoạn MP, 
MQ, MR (Hình 6). Ta có 

PR? =__ pˆ + r? - 
- 2prcos PMR = 
= pˆ. +rˆ- 2prcœ(r - A) = 
= pˆ†+r7- 2prcos(B +C) = 
= pˆ. +rˆ- 2pr(cosB cosC - 
- sinB sinC) = 

= (psinB + rsinC)#“ + 
+ (pcosB - rcosC)2 > 


> (psinB + rsinC)2, 


Hình 6 


vậy PR > psínB + rsinC. 

VÌ MA là đường kính hình tròn ngoại tiếp tứ giác APMR, 
vậy theo định lí hàm sin áp dụng cho tam giác APR, ta được 
PR „ „ sinB x sinC 
sinA “ PsinA ˆ FsịnA: 


Chứng minh tương tự 


PQ sinA sinC 
Mi» sinB “ P sinB 5 đsinB› 
QIR sinB sinA 

sinC rTS sinG. nh * sinG? 


SUYy ra 


MA + MB + MC 


V 


sinA n\ — vs sinB , sin 

P{ sinB SỈ: q( sinC sinB, 

đt sinC : sinA ` : 
tin sinC) > Z(p†q +r). 


Liên quan với kết quả ở Ví dụ 1. 4, ta có : 
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VÍ DỤ 1. 5. (Điểm Tpricelli). Trong mặt phẳng chứa tam 
giác ABC, hãy tìm diểm M sao cho tổng 
S= MA + MB + MC 


nhỏ nhất 

Lời giải hơi phức tạp, và đã được suy rộng cho trường hợp 
đa giác. Với tam giác, ta cơ 

- Nếu tam giác ABC có một góc lớn hơn hay bằng 1209. 
chẳng hạn A > 120; thì tổng § đạt giá trị nhỏ nhất khi 
M =z A. 

- Nếu tam giác ABC có cả 3 góc nhỏ hơn 1209, tổng Š đạt 
giá trị nhỏ nhất khi M là điểm trong của tam giác, và nhìn 
các cạnh AB, BC, CA dưới góc 1209. (Điểm Toricelli). 

Sau đây là một ứng dụng : 

VÍ DU 1. 6. a, b, e là ba số dương cho trước. Hãy tìm nghiệm 

dương (x ; y; 2z) của hệ 


| 
¬ 
\, 


x2 +xy + yˆ 


| 
-= 
¬ 


yˆ. +yz + ĐSN: 

z? + zx + xˆ = cˆ 

Giải. Già sử hệ đã cho có 
nghiệm dương (x ; y ; ?): 
Xem ba đoạn OAÁ = ”, 
OB = x, OC = y, từng đôi 
một lập với nhau góc 120° 
(Hình 7). Thế thì 


Hình 7 


BC2 = x2 + y2 - 2xycos120° = xˆ + yˆ † xy = a“ˆ © BC = a. 


Thành thử a, b, c là 3 cạnh của một tam giác, mà mỗi góc 
đều nhỏ hơn 120 : 


_ Vậy điều biện cồn để hệ đã cho có nghiệm dương (x ; ÿ › z) 
là các số dương a, b, c thỏa mãn điều kiện trên, tức là 


8< b. +c +bc 
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bˆ < a2 + c2 + ac 
cÝ£ < a2 + b2 + ab, 

Ngược lại, nếu điều kiện trên được thỏa mãn, ta dựng tam 
giác ABC, lấy O là điểm TDricelli của nó, thế thì độ dài các 
đoạn OA, OB, OC lập thành một nghiệm của hệ đã cho, và 
hiển nhiên đó là nghiệm dương duy nhất. 

Tà hãy tính biểu thức cụ thể của x, y, z qua a, b, e. Gọi § 
là diện tích tam giác ABC : § được tính qua a, b, c bởi công 
thức Hêrông. Ta có 

25 = 2(dt OAB + dt OBC + dt OCA) = 


j3 


= (xy †+yz †+zx)sinl20° = -a (xy +yz +zx) >=xy t†tyz †+xx = 


sa 


Suy ra 
2(œx +'y +z)“ = (x“ + xy + y2) + (yˆ + yz + z2) + 
+ (2ˆ +zx + x2) + 3(xy + yz + zx) = aˆ + bˆ +c2 + 4435, 


E +bˆ +cˆ +4V3S 
>-x+yYy+z= TA “oan a = 5S 


Mặt khác, trừ các vế tương ứng của hai phương trình đầu 
của hệ, ta được 


(x - z) (x +y +z) = a^ - b 


a2 —b2 
> *~-—=3 = : 
= 
cˆ—bZ 
Tương tự SÉOÊ Ai NG- 


Suy ra 


| _ s°“ +aˆ +c2 — 9b 
3x = (x†y+z) + (x_—y) + Œ&=z) = „An Ta 


s“ +a? +c2 —9b? 


=> X= 3 
S 
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Tương tự 
s2 +a2 + b2 —-2cˆ s2 +b2 +c2 — 2aˆ 
"1` 5..." ốaaẽa ca... 
\ An 3s _ đs | 
n có nhiều yếu tố khác như đường cao, 
các hình tròn bàng tiếp, do vậy có rất 
nhiều bất đẳng thức liên quan đến các yếu tố đó, cũng như có 
rất nhiều bài toán về giá tTỊ lớn nhất, nhỏ nhất. Để kết thúc 
$1, này xin nêu thêm một bài toán : 

VÍ DU 1. 7. Cho tam giác ABC uới AB < AC. Gọi d là 
đường thẳng chúa phân giác tron§ của góc A, uà M là một 
điểm di động trên d. Chúng mình rồng fL số 

MB 
MC 

- dạt giú trị nhỏ nhất khi M trùng uới tâm Ï của hình tròn 
nội tiếp của tam giác, 

- đạt giú trị lớn nhất khi M trùng uớt tâm jJ của hình tròn 
bàng tiếp của tam giác, chứa trong góc Â. 

Giải. Ta chuyển d thành trục số theo Hình 8 : hướng thuận 
từ J đến I, gốc tọa độ O là trung điểm đoạn dJI. Vì BI vuông 


Trong tam giác cò 
phân giác, bán kính 


Hình 8 
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góc với BJ, nên IBJC là tứ giác nội tiếp trong đường tròn tâm 
O, bán kính “3 TÂN OjJ = v.c OC. 


Gọi ø = (OI, OB), B = (OC, OD. Với M là một điểm tùy 
ý trên trục số d, đặt OM = x. Dẫu x > 0 hay x < 0.(M 
nằm về bên phải hoặc bên trái điểm O), ta luôn có, theo định 
lí hàm cosin 


MB2 = R2 + x2 - 2Rxcosz = (R—x)/ + 4Rxsin? = 


MC2 = R2 + xˆ-2Rcosổ = (R —x)ˆ + 4Rx sin2 E, 
Khi M = A, thì OA = x > 0 
và ta có 
AB2 = (R - x)2 + 4Rsin? › 
AC2 = (R - x) + 4Rxsinˆ 


ba 


Nhưng 


GÀ HE Ò 2j 
NeS1=2< 2) 


mà đây là những góc nhọn, nên ta có cos2 > COS " 


Suy ra 


1) nếu x = OM > 0 (M ở về bên phải điểm ©) 


Tn h ƯỢ —x)ˆ + 4Rxsin? 2 sin2 S 
` te SEEEL-TE Š:205SEMET .; 
MCˆ (R —x)ˆ + 4Rxsin s sin^ 2 


dấu đẳng thức chỉ xẩy ra khi x = R = ÔI, tức là khi M trùng 
VỚI 1; 


2) nếu x = ÔM < 0 (M ở về bên phải điểm O) 
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2)\1_ — 7À 
MB2 (R +x) 4Rcos 5 coS2 


MCŒ... &+x)?- 4Rxcos'E cosE 


dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi x = -R = OJ, tức là khi M trùng 


với J. 


BÀI TẬP 


. A, B, C là ba góc của một tam giác. TÌm giá trị nhỏ nhất, 
giá trị lớn nhất của các biểu thức : 

a) sin2A + sin2B + sin2C, 

b) cos2A + cos2B + cos2C. 


. ABC không là một tam giác tù. Chứng minh : 

sinA + sinB + sin XS kuốn sâ»: 

cosA + cosB + cosC “ "ĐÀ: 

. ABC là một tam giác tùy ý. Chứng mính rằng biểu thức 
(1 + cos2A) (1 + cos2B) (1 + cos2C) 

đạt giá trị nhỏ nhất khi ABC là tam giác đều. 

. Chứng minh rằng trong mọi tam giác ABC ta đều có 


a) 3(sinA sin2A + sinB sin2B + siínC sin2C) < 
< (sinA + sinB + sinC)(sin2A + sin2B + sin2©), 
b) 2(sinA sin2A + sinB sin2B + sinC sin2C) < 


<(sinA + sinB + sinC)(sin2A + sin2B + sin2C). 

5. ABC là một tam giác đều, M là một điểm tùy ý trong mặt phẳng 
của tam giác. Gọi P. Q, R là các hỉnh chiếu vuông góc của M 
lên các đường thẳng BC, CA, AB. Tìm quỹ tích của điểm M để 
ba đoạn thẳng MP, MQ, MR lập thành một tam giác : 

a) vuông, 

b) nhọn, 


5) tù. 
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6. Tam giác ABC có độ dài môi cạnh không vượt quá 1. Chứng 
minh rằng tam giác ấy : 


a) có Ít nhất hai đường cao với độ dài không vượt quá 


25 
b) có diện tích không vượt quá " 


7. Tam giác ABC có diện tích A 


a) Phải chăng tam giác có ít nhất một cạnh với độ dài không 

vượt quá l1 2 

b) Chứng minh rằng tam giác có Ít nhất một đường cao với 

độ dài không vượt quá B 
8. Trong mặt phẳng, cho n điểm tùy ý (n > 3) thỏa mãn điều 

kiện : Khoảng cách giữa 2 điểm bất kì không vượt quá 1. 

Chứng minh rằng n điểm ấy nằm trong một hình tròn bán 


_ 1 
kính R < FEN 


§2. BẤT ĐẲNG THỨC LIÊN QUAN ĐẾN TỨ GIÁC 


VIIIDDU 2 ]. Chứng minh : 


Ù) Để bốn số dương a, b, c d, là độ dài bốn cạnh của mội 
giác, điều hiện cần uà đủ là : mỗi số phút nhỏ hơn tổng 
của ba số bia. 

3) Với điều biện 1), tồn tạt một tứ giúc nội tiếp nhện q, b, 
©, ở làm độ dài 4 cạnh. 


Giởi. Điều kiện cần ở 1) là hiển nhiên. Để chứng minh điều 
kiện đủ ở 1) và đồng thời chứng minh phần 2, ta hãy dựng 
một tứ giác nội tiếp nhận a, b, @ d, làm độ dài 4 cạnh. Quả 
vậy, theo giả thiết của điều kiện cần : 
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be o +(d.,ibari4b<Sjie ct d 


tức là 
la - bị Sĩ an (a aD) 2< (cạd), 


từ đây suy T3 
a2 + b2 - c7 - dˆ < 2(ab + củ). 


Thay đổi vai trò các cặp (a ; b) và (c ; d), ta được 
-a2 - b2+ c2 + dˆ < 2(ab + cd), 


thành thử 
a2 + b2 — c2 — d2 
loan mi ấ:3 
Vì vậy tồn tại một góc p € (0 ; Z1) Sao cho 
TP p2 c — d: 
_ fOSW #= 2(ab + cả) 
giác KLM và PQR với (xem các Hình 


Ta hãy dựng các tam 
, PQi= c, QR = d, 


9a), b)) TKI = a LM = b, KLM = 
PQR = 1 - 0. 
Thế thì 


Hình 9 
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_ 2+b2—-c2—-d2 
KM2 = a” +bˆ—-2abcosự = a“ t+b“-2ab. 2(ab + cả) 
(a? +b2)cd + (c +d2)ab 
— >“———c7ằc.n.. rẽ nến. r.ẽểxểếẻ 
bẾ: ab + cd 
PR“/ = cô + d^ 7/2cd c0s (+ = @) = cẰ+dˆ + 2cdcosw = 


521-DIbc-EsGiệS, (2205102)C5 5S (C2.Q2)80 

2(ab + cd) & ab + cd 
suy z4 KM = PR. Vì thế ta có thể ghép hai tam giác trên theo 
đường chéo KM = PR để được tứ giác ABCD với AC = EM 
(Hình 9c). ABCD là tứ giác phải tìm, vì nó có độ dài 4 cạnh 
là a, b, c, d, mà B+D = ý †+(r- ) = +, nên đó là một tứ 
giác nội tiếp. 

Nhận xéí 


1) Trong lập luận trên, ta thấy có thể thay đổi vai trò các 
số a, b, c, d, vì thế trong trường hợp tổng quát, tức là chẳng 
hạn 


0< a <'b< e<tfđd <'a tfqb'+€C 


ta thấy có ba tứ giác nội tiếp khác nhau, nhận a, b, c, d làm độ 
dài 4 cạnh theo thứ tự -: (a, b, c, d), (a, b, đ, c), (a, c, b, d). 


2) Cả 3 tứ giác nội tiếp nói trên có diện tích bằng nhau. 
Dó là kết quả của Ví dụ sau đây 
VÍ DỤ 3. 3 


l) Tứ giác nội tiếp uới độ dài 4 cạnh là a, b, c, d có diện 
tích 


S = Ý@ =a)@ —b)@p =©)(p =4), 
trong đó 23p = a + b +c +d là chu uì của tứ giác. 


2) Trong tất cả các tú giác uới độ đài 4 cạnh a, D, c, d thị 
tứ giác nội tiếp cho diện tích lớn nhất. 
Giải 


1) Theo Hình 9 e), ta có 
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2S = 9dt (ABC) + 2dt (ACD) = ab sin¿ + cd sinŒr - @ø) = 
= (ab + cd) sin/, 


vÌ vậy 
4S? = (ab + cd)? sin2e = (ab + cd)” (1 - cos?ø) = 


(a? +bˆ —cˆ -d')ˆ 
ST ýụ ti ÀÁÈ< V xi si Eùnh mi? AĂN DI: 
-Âu A2 1 4(ab + cd)? | 


4(ab + cd)? — (a? + b2 == c = d^)2, (1) 


lÌ 


hay 


1692 = 4(ab + cd)2 - (a2 + b2 - c° - d2)“ = 


(2ab + 2cd + a2 + bŸ - c7 - d”) (2ab + 2cd - 
- a2—- b#+c? + d2) = 
la + bì” - (e - d)2] [(c + d)“ - (a - b)“] = 
In 0 caud0 n7 D  .actgd)(cC+gẻod ta.--bì(c+ 


+d-a +b) 
= 16 (p- a) (p - b) (p - c) (p - d). 
(p —a)(p — b)(p ~ e)(p ~ d). (2) 
2) Xem một tứ giác ABCD tùy ý (lồi hay lõm) với các cạnh 
AB = a, BC = b, DC = c, DA = d. Trong trường hợp tứ giác 
lõm, nếu cần ta sẽ thay đổi kí hiệu, nên có thể coi rằng tứ 
giác lõm tại đỉnh C (Hình 10). 
Từ hệ thức ' 
AC2 = a2 + b2 - 2abcosB = c2 + dˆ - 2cdcosD, 


SUY ra 
2cdcosD - 2abcosB = c2 + dˆ - a7 - bí, 
bởi vậy 
4a?b°cos?B + 4c?d?cos2D = 


= (aˆ + bˆ - c7 - d”)2 + 8abcdcosBcosD. (3) 
Gọi s là diện tích tứ giác ABCD. Theo Hình 10 
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Hình 10 
4s = 4dt (ABC) + 4dt (ACD) = 2absinB + 2cdsinD, 
Suy ra 

16s2 = 4a”b^sin?B + 4c7d2sin?D + 8abcdsinBsinD = 

= 4a“b7(l - cos2B) + 4c2dZ(1 - cos“D) + 8abecdsinBsinD. 

VÌ vậy theo (3) 
16s2 =4a?b^+4c?d2 - (a^+b?-c2-d2) - 8abcdcosBcosD - sỉinBsinD = 

= 4a“bˆ + 4c?d2 - (a2 + b2 - c2 - d2)2 - 8abcdcos(B+D) < 
<4a“bˆ + 4c?7d2 + 8abcd - (a2? + b2 -'c2 - d?)2 = 
= 4(ab + cd)^“ - (a^“ + bˆ - c2 - d2?) = 16S2 (theo (1)). 
tức là 
sg< Ñ. 

Theo dõi phép chứng minh, ta thấy dấu đẳng thức chỉ xảy 
ra khi cos(B + D) = -1, tức là B+D = +, khi đớ ABCD là 
một tứ giác nội tiếp. | 

Nhận xét. Trong tứ giác nội tiếp ABCD, cho một cạnh "suy 
biến" tức là cho D = A (khi đó d = DA = 0) thì ta tìm lại được 
công thức Hêrông tính diện tích của tam giác. 

Từ VÍ dụ 3. 2, suy ra 
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Hệ quả 
1) Giữa diện tích S uà chư U¡ 3p của một tứ giác, có mối 
liên hệ 
: P 
—t PA 
D 4 
dấu đẳng thức chỉ xảy ra uới hình uuông. 
92) Trong tất cả các tứ giác có cùng chư 0ì, hình uuông có 
diện tích lớn nhất. 
3) Trong tất cả các tứ giác có cùng điện tịch, hình uuông 
có chủ 0Ì nhỏ nhất. 
Chứng mỉnh 1) Xem một tứ giác tùy ý. với diện tích 5 và 
các cạnh a, b, c, d Theo Ví dụ 2. 2 
5 < Y(p =a)(p —b)(p ~ €)(p —d) , 
và theo bất đẳng thức Côsi 


| (p —a) +(p — b)†+(p — c) +(p - d), 4 
"7. ca 6-210-9., 
Su 
16 
2 
vậy S< £: 


dấu đẳng thức chỉ xảy ra đối với tứ giác nội tiếp, có 4 cạnh 
bằng nhau, tức là hình vuông. 

2) và 3) suy ra từ l) 

Liên quan đến VÍ dụ 1. 3 ta có 

VÍ DỤ 2. 3. M là một diểm tùy ý trong mặt phẳng của tú 
giác ABCU. Chứng mini: rằng 

MA“ + MB” + MC? + MD? > 2S 

(S là diện tích của tứ giác). Hãy xét xem khi nào thì xảy 

rơ dấu dỏng thức. 
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Giải. Có thể theo phương pháp sử dụng ở Ví dụ 1. 3. Nhưng 
cách giải sau đây đơn giản hơn : 


HÊI 
MA? + MB? + MCˆ + MDZ = 5 (MA? +MB2) + 


| l : Độ ở Ki, Ặ 


> MA.MB + MB.MC + MC.MD + MDMA > 
> 92dt (MAB) + 2dt (MBC) + 2dt (MCD) + 2dt (MDA'. 
Vế phải luôn luôn lớn hơn hay bằng 2S. Dấu đẳng thức chỉ 
xảy ra khi 
MA = MB = MC = MD 
và 
MA L MB, MB L MC, MC L MD, MD L MÀ, 
tức là khi ABCD là một hỉnh vuông và M là tâm của hình 
vuông ấy. 
Liên quan đến Ví dụ 1. 5, ta có 
VÍ DỤ 3. 4. ABCD là một tứ gióc cho trước. Tìm điểm M 
trong mặt phẳng của tứ gióc, sao cho tổng 
⁄J = MA + MB + MC + MD 
nhỏ nhất 


Gidi. Tà phân biệt hai trường hợp : 


Trường hợp 1. ABCD là một tứ giác lôi (hoặc là lổi, suy 
biến), tức là các đường chéo AC, BD cát nhau tại điểm O nằm 
c5 (hay trên biên) của tứ giác. Bạn đọc hãy vẽ hình, để thấy 
rằng 


>=_ MA+MB+MC +MD > 
dấu đẳng thức chì xảy ra khi M = O 
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Trường hợp 2. ABCD 
A là một tứ giác lõm, tức 
| là chẳng hạn D nằm 
trong tam giác ABC 
(Hình 11). Th chứng 
minh rằng tổng ŸỞ nhỏ 
nhất khi M = ỦÙ. 

Quả vậy, lấy M là một 
điểm tùy ý của mặt 
phẳng : có thể coi rằng 
(Hình 11) M thuộc góc 

Hy lộ tạo bởi các tia DA và 
DB, Doan CM phải cát một tronế hai tia đó tại điểm N, chẳng 
hạn cát tia DB tại N. Thế thì 

lu ÚC CO c MA CUD DBUẾAN } NV + MU = 

= (MA + MN) + (MB + MD) + NC > 
> NA + DB +NC > DA + DB + DC (4) 
bởi vì D là điểm trong của tam giác NAO, nên, 
NA +NC z> DA + DC. 
Dể chứng minh bất đẳng thức này, theo Hình 12, gọi È là 


giao điểm của đường thẳng CD với cạnh NÀ. Tnh có 
NA +NC = NE +NC + EÀ > EC + EA = 


= EBD+EA + DC z DA + DC. 


Bất đẳng thức (4) chứng tỏ rằng tổng Ứ đạt giá trị nhỏ nhất 
khi M = D. 


Hình 12 
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BÀI TẬP 
_ Chứng minh rằng với mọi tứ giác lồi Q, luôn tỉm được một 
tam giác T chứa Q, thỏa mãn điều kiện 

diện tích T < 2. diện tích @. 
- Giả sử đa giác lồi P được chứa trong đa giác lồi Q. Chứng 
minh 

chu vi của P < chu vi của @, 
dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi P = @. 
- Cho đa giác lồi A¡Â› >. Am và O là một điểm tùy ý thuộc 
mặt phẳng của đa giác. Chúng minh rằng điểm M thuộc đa 
giác lồi A, Â; --- An; khi và chỉ khi 

OM = z,OÀ; + đOA An œOA¬ 

trong đó 0 < ø, < l(1 = Ì], 27s) và đi 1đ. an no 


. Trong mặt phẳng, hỉnh F được gọi là "lồi", nếu với hai điểm 
A, B, tùy ý thuộc F, đoạn AB được chứa trọn trong F. 


a) Trong mặt phẳng, hãy chỉ ra ba hình lồi F;, F;, F;, từng 
đôi một có điểm chung, tức là 


F.AF;,z= Ø,F,n Fy # Ø,E;(\Fị # 

nhưng ĐIM( VI CV Rax=, €2 
tức là ba hình lồi đó không có điểm chung. 
b) (Dịnh lí Young). Trong mặt phẳng, cho 4 hình lồi F,, F., 
F„, F„. Với giả thiết ba hỉnh lồi tùy ý có điểm chung 

F,íA F;¿ 1F; # Ø,EF,(\Fạí\ F„ # Ú, 

ERi( FZensE,#:Ø,f¿n Fyạ (A6 F¿jc# 9), 
hãy chứng minh 

lửn (PO 21a va AM Lư đu 1/22} 

c) Hãy mở rộng định lí Young trong mặt phẳng. 
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$3. BẤT DẲNG THỨC LIÊN QUAN DẾN TỨ DIỆN 


Việc chứng minh các bất đẳng thức có ý nghĩa trong Hình 
học không gian nói chung rất phức tạp. Vì vậy ở § 3 này, chúng 
tôi chỈ han chế ở việc giới thiệu một số kết quả. 

VÍ DỤ 3. 1. Gọi r, R là bán kính các hình cầu nội tiếp, 
ngoại tiếp của một tứ diện ABCD tùy ý. 1ù có 

r | 
— < — : 
R 3 
dấu dẳảng thức chỉ xỏy ra uới tứ diện đều. 

Trường hợp ABCD là một hình chóp tam giác đều đã được 
đề cập đến trong nhiều tài liệu (chẳng hạn Dề 125, bộ Đề thi 
Tuyển sinh vào DH, CD và THCN, môn Toán), bởi vì khi đó 
có thể tìm ra những biểu thức đơn giản của r, R qua các yếu 
tố của hình chóp tam giác đều. 

VÍ DỤ 3. 92. Với mọi tứ diện tùy ý có thể tích V 0uà diện 
tích toàn phần Ÿ (tổng diện tích của bốn mặt bên), ta đều có 
216/3 V2 < #3 

dấu đẳng thức chỉ xảy ra uới tứ diện đều 

Lời giải (hơi dài) của bài toán đã được tác giả cuốn sách này 
đăng trên báo Tbán Học và Tuổi trẻ. Từ kết quả trên, suy ra : 

- Trong tất cả các tứ diện có cùng thể tích V, tứ diện đều 
có diện tÍch toàn phần Ÿ nhỏ nhất. (Diều này đã được áp dụng 
trong việc sản xuất các hộp sữa tươi, đựng trong các bao giấy 
tráng PVC, chưa kể nói đến sự sắp xếp các khối tứ diện đều 
cùng kích thước hết sức thuận lợi và an toàn khi vận chuyển). 

- Trong tất cả các tứ diện có cùng diện tích toàn phần Ÿ 
tứ diện đếu có thể tích V lớn nhất. 

Với ba số dương, ta đã biết điều kiện cần và đủ để chúng 
là độ dài ba cạnh của một tam giác. Suy rộng cho trường hợp 
không gian, ta có : 


, 
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Ví DỤ 3. 3 

1) Để bốn số dương %„, %„ $3; 8„ là diện tích bốn mặt bên 
của một tứ diện, điều hiện cần Uuà đủ là : mỗi số phải nhỏ 
hơn tổng của ba số kia. 

2) Với diều hiện trên, tồn tạt một tứ diện trực tâm, nhộn 
s„ #„ 9, 9„ làm diện tịch bốn mát bên. Đó là tứ diện có thế 
trch lón nhất trong tất cả các tứ diện uới diện ttch bốn mặt 
bên là $„, 8» 83 Š4- 

Đây là một bài toán nổi tiếng và rất khó của Hình học không 
gian. 

Dẫu sao, trước hết cũng nêu lên một gợi ý về phép chứng 
minh của phần 1). Điều kiện cần là hiển nhiên. Về điều kiện 
đủ, có thể coi rằng 


0 < s, < 5S; < S; < S¿ < SỊ † S., † S,, 
Ta hãy xét hai trường hợp đặc biệt 
A) 0 < sị < 5S; <S¿ < S, +5. 


Thế thì mọi bộ ba số dương tỉ lệ với bộ (s, ; s, ; sạ) đều 
là độ dài ba cạnh của một tam giác. Ta hãy chọn tam giác ABC 
có diện tích s„, và có độ dài ba cạnh tỉ lệ với bộ (s, ; s„; S). 
Trên đường thẳng d vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại tâm 
[ của hỉnh tròn nội tiếp của tam giác ABC, mọi điểm D € d 
cách đều với ba cạnh của tam giác, vỉ vậy có thể xác định được 
điểm D € d sao cho các mặt DAB, DBC, DCA có diện tích Sì 
S2, Sa. 

B) Ú < s, <8, Ạ 

Ta lập luận như trên, nhưng lần này với tam giác đáy có diện 
tích s và độ dài ba cạnh bên tỉ lệ với bộ số (s; ; s„ ; S,). 


<S §ạ < < sS;, †+8,. 


Dể giải quyết triệt để phép chứng minh điều kiện đủ ở phần 
1), người ta cần sử dụng đến một kết quả hết sức đặc biệt của 
Hình học, cái gọi là "định lí con nhím". 


Để hình dung cái gọi là định lí con nhím, ta hãy xét 
một tứ diện ABCD với diện tích các mặt bên s, = dt BCD, 
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S„ = dt ACD, S; = dtABD, 
s„ = dt ABC. Lấy M là 
một điểm trong của tứ 
diện. Dựng các Vectơ 
MM;, MM,, MM,, MM,, 
thỏa mãn các điều kiện : 
a) MM, vuông góc với 


mặt phẳng chứa tam giác 


( cố diện tích s, nối trên 
( = 1, 2, 3, 4) 
Hình 13 b) |MMj| = s. 


Sau đó người ta xét các tính chất của tứ diện M,M,M;M,, 
trong mối liên hệ với tứ diện xuất phát ABCD. (Ở đây ta hình 
dung "con nhím" với 4 lông nhọn MM, { = l1, 2, 3, +) - cố thể 
suy rộng cho một đa diện lồi n mặt, và được "con nhím" với n 
lông nhọn `) ¬- 

Phần 2) của bài toán trên là cả một quá trinh mò mẫm 
trong Lịch sử Tbán học. Lagrănggiơ (1773) đưa ra một lời giải 
(chưa biết định lí "con nhím") không hoàn mi. Mãi đến năm 
1947, Iyenger (người Anh) mới nêu ra lời giải chuẩn, nhưng 
quá phức tạp. Năm 1953, Marmion tỉm ra lời giải gọi là "sơ 
cấp", nhưng phải vận dụng đến rất nhiều kết quả khá sâu xa 
của phép tính vectơ trong không gian. 


BÀI TẬP 
1. Cho hình chóp tứ giác đều với cạnh đáy a và đường cao h, 
Hãy tính theo a và h các bán kính R và r của các hình cầu 
nội tiếp, ngoại tiếp hình chớp. Xác định h theo a đê tỈÍ số 


T 
R là lớn nhất. 


2. Cho hình nón tròn xoay bán kính đáy R và đường cao hị 
Gọi V là thể tích ; Ý là diện tích toàn phần của hỉnh nón: 
Tìm số C > 0 nhỏ nhất để ta luôn có 
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V.<C.W 
3. Cho tứ diện đều ABCD. Tìm điểm M trong không gian sao 
cho tổng : 
MA + MB + MC + MD 
nhỏ nhất. 
4. Hãy giải bài tập 3, cho hình chóp tam giác đều. 
5. Trên mặt cầu bán kính R, hãy chỉ ra 6 điểm A0 Y ..ý A, 
sao cho 


max AA 
Í #j 
là nhỏ nhất 

6. Trong tất cả các tứ diện nội tiếp trong hình cầu bán kính 
R = 1l, hãy chỉ ra tứ diện có thể tích lớn nhất. 

7. Tứ diện ABCD có hỉnh cầu ngoại tiếp bán kính R = l. 
Chứng minh rằng tích độ dài 6 cạnh của tứ diện không vượt 
quá 

Ph= 3. 
Tích đó chỉ bằng P khi ABCD là tứ diện đều. 
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Chương 
BẤT ĐẲNG THỨC GIẢI TÍCH 


si. BẤT ĐẲNG THỨC LIÊN QUAN ĐẾN TÍCH PHÂN 


SGK Giải tích 12 đã nêu một tính chất cơ bản của tích phân 


liên quan đến bất đảng thức : 

Tính chất. Nếu ƒ(x) là một hàm số Hể 
f(x) > 0 uới mọi x € [a ; b] 
thì 


n tục trên [a ; b], uà 


b 
J ((x)dx z 0. 
ä 
Hệ quả. Cho hai hàm số ƒ(x), ø(%) liên tục trên {a ; bj Uuà 
ƒ(x) < g(4) uới mọi x € [a ; Ù]. Thế thì 


b b 
J ƒ(dx < J ø(x)đ+. 


Có thể chính xác hóa thêm kết quả trên : 
VÍ DU 1.1. Cho ƒ%) là một hàm số liên tục, Uà 
ƒ(x) 2 0 uới mọt x C [a ; b}. 
Nếu ƒ(x) không đồn§ nhất bàng 0 trên [a ; bỊ, thì ta có bất 
dẳng thức ngặi 
b | 
J fœ)dz > 0. 
tại một điểm xạ € Ía ; b] với 
nên tồn tại một lân cận 
giá trị rất gần Í(X,), 


a 
Giải. Theo giả thiết, tồn 
f(x„) > 0. Hàm f(x) là liên tục tại X.; 
6c. Lin  Su ã) tai đó f(x) nhận các 


chẳng hạn 
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((x) Z2 F f(x,) vôi mọi x(C Œ..a SẴ C h.ệny h ). 


(Nếu xạ = 82 thì chỉ lấy lân cận bên phải, nếu x„ = b thì 
chỉ lấy lân cận bên trái). Do vậy 


b XU x_†ỏ E 
ƒ fx)dx = ƒ f)dx + ƒ fœ)dx + Í fœx)dx > 
ñ a x._~ỏ x +ổ 

x tỏ 


=0: | =fx)dx +19 = 
Ly 


1 
= 2o); ¬ @ ‹ i19). >~ 0. 


Ý nghĩa hình học của Ví dụ 1.1 là khá rõ ràng : hình thang 
cong chấn về phía trên bởi đồ thị của hàm số y = Í(x) có điện 
tích dương. 

Có hai kết quả khác, rất hay được dùng trong Giải tích. 

VÍ DỤ 1.9. Cho f(x), ø(%) tà hai hàm số liên tục trên doạn 
[ua ; bị. Tù có 


b b b 
(J ƒœ)ø()d+)ˆ < | ƒ*(x)dx . | ø“(x)dx (1) 
a a a 
(bất đẳng thúc Bunhiahôpxki : xem lạt phần giới thiệu ở đầu 
§2, Chương lÙ). 
Giải. Với mọi Â € R cố định, và mọi x € [a ; bị}, ta có 
0 < If(œ) + g(x)l2 = 27() + 2Af(x)g(x) † gˆ(x), 
do vậy 
b b 


0 <9 2ˆ-I:.fˆ()dx»# 2 | f(x)g(x)dx + | gˆ(x)dx: (2) 


lll gò K— C7 


HỒ 
Nếu f2(x) = 0 trên [a ; bị, thì f() = 0, bất đẳng thức (1) 
là hiển nhiên. Trong trường hợp trái lại, ta có theo Ví dụ 1.1 
b 
ƒ #œ)dx > 0. 
ả 


Xem vế phải của (2) là một tam thức bậc hai đối với biến 
số Â, nó luôn có giá trị không âm, vậy phải có biệt số A" <9, 
tức là 
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b 


(Í t)g@)J4x)” ~ Í f@)4x - | g @)ảx < 9, 


HÌ 
đó là bất đảng thức (1). 

Ví DU 1.3. (bất dẳng thức Tsêbwsep). Cho hat hàm số ƒ(x), 
g(x) liên tục trên doạn [a ; b], mỗi hàm số hoặc là đồng biến, 
hoặc là nghịch biến trên đoạn đó. 

1) Nếu cả hai hàm ƒ(x), g(x) đều là đồng biến, hoặc đều là 
nghịch biến, thì ta có: 


b b 
| | NI | 
_— J f«)#(@)dx > p—g J [X2 pc J g(x)dr ; 


2) Nếu có một hàm là đồng biến, hàm kia là nghịch biến, 


thì ta có bất dẳng thúc ngược : 
| b 


EL vờ TN ¿ | 
TH J ƒœ)g()dx S tL~—g J ƒ()dx : Emg J ø()d*. 


Giải. Để làm mẫu, ta hãy xét trường hợp f(x), g(x) là hai 
hàm liên tục và đồng biến trên [a ; b]. Từ bất đẳng thức 


f(a) < f(x) < fŒ) (x € [a ; bị) 


Suy Ta 
b b b | 
J f(a)dx < J f(x)dx < J f(b)dx 
hay 
b 
JEU ven ƒ fœ)dx < f@®). 


ả 
Theo định lí về giá trị trung gian của một hàm số liên tục; 
tồn tại một điểm x„ € {a ; b] sao cho 


Ì b 
lX) = _n J f(x)dx. 


Các hàm f(x), g(x) là đồng biến trên [a ; bị, Suy r2 
0< 0x) (x3) lg(x) - g(x,)] với mọi x € [a; bị 


(cả hai thừa số ở vế phải đếu âm nếu X < Xu; và đều dương 
nếu x > x.), tức là với mọi x € la ; b] 
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0 < f()g(x) - f(x )g(x) - g(xj)f(x) + f(x,)g(x,), 
suy Ta 
b b b 
0 < [ fœ)g(x)dx-f(x,). | ø()dx—g(,). ƒ fœ)dx + 


+ (b - a)f(x )g(x,). 


Nhưng 
b 
gŒ%¿). j f()dx = g¿) . Œb - a)fŒ,), 


vậy bất đẳng thức trên trở thành 


b b 
ƒ fœ)g()dx > fœ&j). J ø()dx = 


ầ 


1 b b 
D= ƒ tœ)dx. ƒ g(x)dx. 


đó là kết quả cần chứng minh. 

Một kết quả rất đơn giản cũng thường được sử dụng trong 
phép tính tích phân: 

VÍ DỤ 1.4. Với mọi hàm ƒ(x) liên tục trên doạn [a ; b}, ta 
đều có 


b b 
|J 4| < j lœ|dx (3) 


Giỏi. Ta có với mọi x € [a ; bị 
- |fx)| < fx) < |fGŒ)|: 
Suy ra 
b b b 
-J |f(œ«)|dx < j Í(x)dx < J | f)| dx 
a ä 


a 


từ đó suy ra (83). 
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Phép tính tích phân hết sức "uyển chuyển”, đặc biệt khi sử 
dụng các bất đẳng thức. 

VÍ DỤ 1.5. Cho ƒ(x) là một hàm sỐ 
uà thỏa mãn các điều kiện : 

a) l < ƒ(x) < 2 0uới nuọiL x € [0 ; 1}, 


liên tục trên doqn l) Ø 7, 


LH, 3 
b) [ ƒœ)dx = 5 


Chứng mừnh 
| 
dx s 
= < | `. (4) 
s (x) 4 
a 
Giải. Trước hết nhận xét rằng với mọi x € [0 ; 1], theo a) : 
l | 
— ng | 
2 f(x) 
suy ra 


}. ».éi 
2“ | <0 
2 S l(X) 


ng chặt, so với (4), nguyên nhân 


nhưng rõ ràng kết quả này lchô 
Ta cần chính xác hóa thêm bất 


là chưa sử dụng điều kiện b). 
đẳng thức kép (5) để di đến (4). 
1) Theo bất đẳng thức Bunhiakôpxki, ta có 


| 
I= |ƒœ| = |Í f9 - guay#| S 


từ đó suy ra =>. 
¿ d3) + 
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R su? | “ 
dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi Vf(x) ; T@ là hai hàm tỉ lệ với 


nhau 


8 
TRE) vữa 7 7À 3 99 


2) Với mọi x € (0 ; 1] ta đều có 


Ø < [2-— f(x)l[f(œ) - lÌ = - ((x) + 3f(x) - 2, 
suy Ta 
Sáu + f(x) < 3. (6) 
{(x) 


Để ý rằng dấu đẳng thức không thể xảy ra với mọi x € [0 ; 1]. 
Quả vậy nếu dấu đẳng thức xảy ra với mọi x, thì f(x) chỉ có 
thể lấy một trong hai giá trị 2 hoặc 1. Nhưng f(x) là hàm liên 
tục trên [0 ; 1] nên nếu có $)) = Ð l6 S0) — 2 thì f(x) phải 
lấy mọi giá trị trung gian giữa l và 2 : mâu thuẫn. Do vậy 
chỉ có thể 

| 


- hoặc fx) = 1= j fœ)dx = l 
l 
- hoặc f(x) = 2 = J ((x)dx = 2: 


ö 
cũng vô lí do điều kiện bì. 
Thành thử hai vế của (6) không đồng nhất bằng nhau, suy TA 


| | | 
- đx 
2Í ĩœ@ Ý j fœ4x < 3 dx = 3 
ö O O 
, | 
£ dx 3 
¬— #2 —— < 3 — { dx —= 
J Tạ J G) 2 
| 
d 3 
¬ 
“1x 4 
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(Nhận xét : bạn đọc thấy phép chứng minh bất đẳng thức 
ngặt nhiều khi rất tỉnh vi. VÍ dụ sau đây minh họa thêm điều 
đó). 

VÍ DỤ 1.6. Cho hàm số ƒ(x) liên tục trên doqạn [0 ;„ 1, thỏa 
mãn các điều kiện : 

a) Ö < f(x) < 1 uới miọi x €G [L015117, 


b) ƒ(x) không dồng nhất bàng 0, cũng không đồng nhất bằng 
)£ 2X2O ]1)S jb]| 


l 
Đạt | ƒ(x)dx = C. 
0 


LẬ 
NH9 Chúng mình 
+2 ở 
”ề j xf&œ)dx < € - P 
lỂ, 


Giải. Từ già thiết, suy ra 
d} << ( <4 )L 

Hình 14 Gọi 

X 


Fœ&) = ƒ f()dt 


ö 
thì F(x) là một nguyên hàm của f(x), với F(0) = 0, F(1) = CC, 
Lại vì f(x) > 0, nên ÈF(x) là một hàm đơn điệu tăng, vậy với 
mọi x € [0 ; 1] 
"(x) < F(1) =-C, 


và do f(x) < 1 
F(@œ) =Í f(t)dt < 


Ø 


S —.* 
— 
l| 
< 


Suy ra trên đoạn (0 ; I1] 


F(x) < min{x ; C}, 
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cụ thể là 
F(x) 


<= X U< .xr.< 
F(x) < C nếu C < x < Ìl, (7) 
(Hình 14). 
. 1) Từ (7) suy ra 
| G Ï 
J F(x)dx < J xdx + J Cdx = 
ẹœ O G 
G2 c2 
= VNĐ KÓI cu GeS (8) 


Nhưng nếu lấy tích phân theo từng phần, ta được 
l | ` | 
J F(x)dx = xF(x) | — J xí(x)dx — 
o ° Ố 


l 
=C -= J xí(x)dx, 


ö 


theo (8) suy ra 


hay 


2 | 
kosiS j xf(x)dx. 


G 
Dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi ở (8) ta có dấu đảng thức tức là 


x nếu 0 <x < 


R(X)= mintx.,.C) = Bi NGỊC HÔNG : 


Nhưng hàm này không có đạo hàm tại điểm x = C (xem lại 
Hình 14), mà ta có F'(%x) = f(x) với mọi x € [Ú ; 1]. 


- * C2 | 
Thành thử 5 2 j xf(x)dx. 
L§) 
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2) Trong lập luận trên, thay hàm f(x) bởi hàm 1 - g(x) với 
tích phân 


| 
j I1 - f&)]dx = 1 - C, 


B 


ta được 
(q-=G@ˆ2 ˆ l 
2 ) xÍ x[l - f(x)]dx = 
G 
| | 
= J xdx — J xÍ(x)dx = 
° O 
ST 1 
HO Sm J xÍ(x)dx, 
O 
Suy ra 
] 
_-O'” sVG: 
J xÍ(x)dx < 2 =6 ấo 
BÀI TẬP 


1. Cho f(x) ià một hàm số xác định và liên tục trên đoạn [O ; 1], 
thỏa mãn các điều kiện : 


a) A < f(x) < B với mọi x € [0 ; 1] 


Ì 
b) j f(x)dx = 0. 
ö 


Chứng minh : 
| 
J f(x)dx < - AB, 
ö 
2. Cho f(x) là một hàm số liên tục trên R. Biết rằng tồn tại 
hai đoạn [a ; b] và [c ; d] sao cho 
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b | d 
J f)dx|. |ƒ fœx)dx| < 09. 


ä ` 


Chứng minh rằng tồn tại một đoạn {A ; BỊ] sao cho 


B 
j f@&)dx = 0. 
^ 


3. Cho f(x) là một hàm số xác định và liên tục trên [a ; bị, 
thỏa mãn các điều kiện 


a) f(a) > a, 


2 


b 
b) Í f(x)dx < 


Chứng minh rằng tồn tại x.„ € [a ; b] để f(x,) = x.. 
4. Cho f(x) là một hàm số liên tục trên đoạn [1 ; 2], và thỏa 
mãn điều kiện 

X 

ƒ #()dt < BI 

: 9 


với mọi x € [1 ; 2]. 


2 
Chứng minh J f(t)dt < ¬ 
| 


o. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, ta đều có 


= 
1N —*— f ni 7T 
nh :—— 
7V ST) Sa] sin°xdx < 2n” 


§2. BẤT ĐĂNG THỨC LIÊN QUAN ĐẾN ĐẠO HÀM 


Trừ trường hợp các đa thức có đạo hàm là đa thức bậc thấp 
hơn, do vậy là những hàm số đơn giản hơn ; còn nối chung 
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đạo hàm f(x) là một hàm số phức tạp hơn rất nhiều so với 
hàm số f(x) xuất phát. Và chúng ta cần nhớ rằng một hàm số 
liên tục có thể không có đạo hàm. 


VÌ vậy ta có thể hình dung : từ những ước lượng liên quan 
đến hàm số f{x) thì khó có thể tìm ra những ước lượng có ý 
nghia, liên quan đến đạo hàm f(x) của nó. Nhưng ngược lại 
sự hiểu biết về đạo hàm f(x) lai cung cấp nhiều thông tin có 
giá trị về hàm số f(x) : điều này bạn đọc đã được biết trong 
SGK Giải tích 12. 


Ta hãy xem một số ví dụ về bất đảng thức liên quan cến 
đạo hàm. 


VĨ DỤ 2.1. Giả sử hàm số ƒ(x) có dạo hàm ƒ(x) liên tục trên 
đoạn {a ; b} 0uà thỏa mãn cóc điều khbiện : 


l1) fa) = 0, 
2) |ƒ(x)| < M uới mọi x G [a ; b}. 
Thế thì 


|f(x)Ï_ < M(x - a) uới mọi x G [a ; bị}, 
Giải. Ta có 
X 
((x) = J f(Qdt với x € [a j bị, 
¿Ì 


do đó 
: X b4 X 
|f(x)| = | J fe@at| < j |f@)|dt < ƒ Mdt = M& - a) 
a d q 


trên đoạn {[a ; bị. 


Ví DỤ 2.3. Gid sử hàm số ƒ(x) có dạo hàm ƒf(x) liên tục trên 
đoạn [0 ; 1}. Thế thì 


| l | 
J |/(z)|dx < max || J f)dx[, J |/œ)|dx]. 
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Giảt 


1) Nếu f(x) > 0 hoặc f(x) < 0 trên [0 ; 1], thÌ ta có ngay 


| | 
ƒ Ifœ)|dx = | J f(x)dx | 


2) Nếu f(x) nhận cả giá trị dương và giá trị âm trên [0 ; l1], 
thì theo định lí về giá trị trung gian của hàm số liên tục, phải 
tồn tại c € (0 ; 1] sao cho fíc) = 0. Mặt khác hàm | f(x)| cũng 
là liên tục trên doạn [O ; l], do vậy, nó phải đạt giá trị lớn 
nhất trên đoạn đó, tức là tồn tại x„ € [Ú ; 1] sao cho 

|f«¿)| = M = max | f(x)|: 
0<x&l 

Thế thì 


Mdx = M = |fqx/)| = 


© *"——">ˆÖŠ— 


| 
J |f(x)|dx < 


“ 


= ||&)) = f(c)|_ = Lƒ f(x)dx| 


C | 
< ƒ |f@œ)|dx < ƒ |f@œ)|dx 


ũ 


(ở đây ta coi rằng x„ < c : nếu x,„ > € thì ta sẽ đổi hai cân 
trong tích phân trên). 


Từ hai kết quả đã được, ta suy ra điều cần chứng minh. 
Liên quan đến Ví dụ 2.1, ta có : 


VÍ DỤ 2.3. Giả sử hàm số ƒ(x) có đạo hàm ƒf(x) liên tục trên 
doạn [a ; b} uà thỏa mãn cóc điều hiện : 


1) f(a) = 0, 


2) ]Ƒx)|  < K|f(Q[ uói mọi x < Ía ; bÌ. 
Chứng mình rồng 


f(x) = 0 trên [a ; b}. 
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Giải. VÌ | f()| liên tục trên [a ; b], nên tồn tại M > 0 sao 


cho 
| fœ)| <M với mọi x € [a ; bị. 
Ta cố với x € [a ; bị 


LỆ X 
f&x) = f(a) + ƒ f(Đdt = ƒ f(Đát 


ầ 


vậy 
X X 
|fœ)[ < ƒ |f()|dt < K j |f(|dt 
ả ä 
Từ (1) trước hết ta suy ra 
X 
|fx)| < K ƒ Mdt = KMGŒ - a). 
Kết hợp (1) và (2), ta được 
| * * 
|f)| < Kƒ |f(@)|dt < Kƒ KM(t - a)dt = 
ä a 


K“(x — a)^ 


* 
= KM Í (t — a)dt =M 5 
ä 


Kết hợp (1) và (3) 


|f«| < Kƒ |f@)|dt < 


< KÍM—>— -út ~ M.— 
) ị 


Bằng quy nạp, suy ra trên đoạn [a ; b] : 


nan 1b — ayn 
=S) cm #Ê a) 
HỆ 


|f«| < M. _ 
nh: 


với mọi số nguyên dương n. Cho n -> +, và nhớ rằng 
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(1) 


(2) 


(3) 


K?œb-a)" 


lim T 


n> +. 


= 0, 


ta suy ra điều cần chứng minh: 
VÍ DỤ 2.4. Giả sử hàm số ƒ(x) có dạo hàm liên tục ƒ(+x) trên 
đoạn í[a ; b}. Gọt 
M = max |ƒ@)|: 
a&+1<€b 
Chúng mình ràng 


2 


z M 
J f?(x)dx > D=) 


Giải. Ta có 
X 
f(x) = [ f(t)dt 


a 


vậy theo bất đẳng thức Bunhiakôpxki 


|fx)|“ = (Í F(9dt)ˆ = (Í 1.f(t)dt)ˆ < 


ä 


+ h 
<jat ciƒ f2()dt < (œ - a) ƒ f?(t)dt. 


Bất đẳng thức đúng cho mọi x € {a ; b], do vậy tại điểm 
xo € [a ; bị] với f(x,) = M, ta có 


b 
M2 = |fœ,)|? < œ - a) ƒ f2(Ðdt 


từ đó suy ra bất đẳng thức cần chứng minh. 
Nếu không sử dụng số M-= max | f(x)|. thì ta cố 
a<XSb 


VÍ DỤ 2.5. Giả sử hàm số ƒ(x) có dạo hàm liên tục ƒY(x) trén 
đoạn [a ; b}. Thế thì 
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b bY'—f É 
J f?œ)dx > ` .a 


} 
Giải. VÌ 
b 
f(b) - f(a) = [ f(x)dx, 
ä 
nên 


b b b 
[b) - f(a)]° = (ƒ fœ)dx)” < ƒ dx. Í f2@x)dx = 


b 
= (b - a) J f'”(x)dx, 


đó là điều cần chứng minh. 


BÀI TẬP 


l1. Hàm số f(x) xác định trên [a ; Đ] và có đạo hàm cấp hai 
f(x) > 0 với mọi x € (a ; bì. Chứng minh rằng với mọi 
số cœ € (a ; b), ta đều có 

b 


j fœ«)dx > (ba) [f(e) tp Í 


d 
2. Hàm số f(x) xác định trên R và có đạo hàm cấp hai f'*(x) 
liên tục trên R, Giả sử tồn tại một đoạn [a ; bị], sao cho 


8) la) = ((b) = 0, 
b) f(x) > 0 trên (a ; b), 
Chứng minh : : 


b†+a 


= cì f(©)| 


a) tổn tại Cụ, C¿ € (a ; b), Cị < c›;, sao cho 


4M 


f'(e,) - f'(e.) > RE 
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——— 
— 
= --ằẽtrm 


trong đó 


f(x) _— b—a 


2 lá 4 
b) Í BS 


3. Hàm số Í(x) xác định trên [a : b] và có'đạo hàm cấp hai 
”(x) trên đoạn đó. Biết rằng 


a) f(x)f(x) z# 0 với mọi x € [a ; bị, 
Na) Íl(a) 
b) — = : ầ 
((D)00/1.(D) 
Chứng minh : tần tại C¡ C¿ € [a ; b} sao cho 
((c)f  (e) + f(e,)f'(e) > 0. 
4. Giả sử đa thức f(x) = ax2 + bx + thỏa mãn điều kiện : 


| f(x)| < Ì với mọi x € [-l ; 1]. 
Chứng minh 
|f(x)| < 4 với mọi x € [=1 ; 1]. 
9. Giả sử đa thức Í(x) = ax3 + bx? + œx + d thỏa mãn điều 
kiện 
| f(x)| <S Ì với mọi x € [-1 ; 1]. 
Chứng minh 
|f@œ)| < 9 với mọi x € [-1 ; ]]. | 
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PHẦN II 


PHỤ LỤC :. 
MỘT SỐ VẤN ĐỀ ĐẶC BIỆT 


Phụ lục 1 


BẤT ĐĂNG THỨC NESBIT 


Đầu thế kỉ 20, do sự gợi ý của bất đẳng thức 


=2 S,U 4:45 TẾ tiêu ° 
b+c c?ta a+b 


đúng với ba số dương a, b, c tùy ý, một nhà toán học nghiệp 
dư, Nesbit, đã đưa ra giả thiết : 


"Phải chăng với n số dương a,, a,„,..., a, tùy ý, ta đều có 


An = _ ñn~I An n "n 
+ —=s†\. + Tp _ 
a,+ay  ay+a, xơ tNvG© 


Giả thiết đó đã thu hút được sự quan tâm của nhiều người 
"yêu thích" Toán sơ cấp. Dẫu người ta đã tÌm ra được một số 
kết quả (sẽ trình bày dưới đây), nhưng đây là một bài toán còn 
bị bỏ ngỏ, do đó vẫn có sức hấp dẫn. 

Phụ lục này đề cập đến một số kết quả xung quanh bất 
đẳng thức (1), thường được gọi là bất đẳng thức Nesbit. 

Kết quả quan trọng nhất là : 

Mệnh đề 1. Bát dảng thức Nesbit dúng uới n = 3, 4, 5, 6. 

Chứng minh. Trường hợp n = 3 đã được chứng mỉnh ở VÍ 
dụ 1. 2 Chương II. Ví dụ 2. 4 Chương II đã nêu một mở 
rộng của trường hợp này : phương pháp chứng minh trong 
VÍ dụ đó cũng là phương pháp chứng minh chung cho các 
trường hợp n = 3, 4, 5, 6. 
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Để cho gọn, ta kí hiệu §_ là vế trái của (1). VỊ chẳng hạn 


8, 

AI | 

: a„+a, 
nên ta có theo bất đẳng thức Côsi - Svacxơ 


| Bạn ọ, _“ — 
(a: +a, +... + a,)° = \ a.+a, a¡(a› tan) + 
%r \ _xộN Ýa„(x. +a )t " `. Ýa (a, +a,) ˆ 
a,+a, 222 4 kâuC a2, va! A2) ) 
< TL 


Mr n¡(a; ta), 


Tn (2) 
với - = ai(a›„ + a+) + a;(aa 1p ÊWJ) S2 œ Sử a.(a) + a2). 
Nếu ta chứng minh được rằng 
L2 K ễ › TÊN SPCM SP do & an)^, (3) 


thì từ (2) suy ra 


2 
(ai + a; +... + an)” € §ạ — (ai † a; +... † A2, 
mà .a, + a, +... +a, > 0, nên ta có (1). 
Bất đảng thức (3) không đúng cho n số dương tùy ý, với 
n > 7. Quả vậy, cả hai vế củả (3) đều là hàm số /iên fe 
của các biến số a nên nếu (3) đúng cho n số 


|" A»; t.ng An?» 
Ung a2, ... a, tùy ý thÌ nó cũng đúng cho n SỐ không 
âm Ai, 42, .., a, tùy ý. 
Lấy 
Bị = 82 — Bạ = Ì, Hạ = 8c =.,. = ân = Ú, 
thÌ (3) trở thành 
3< 2 9«e=n <6 
n 


(Nếu bạn nào chưa quen với khái niệm liên tục, thì có thể 
lấy 
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ai £ a;Í= aj =1, Bạ E 8, 2. =iên SẺ) 


với £ > 0 nhỏ tùy ý, việc tính toán hơi phức tạp hơn, cụ thể 
là được bất đẳng thức 


3 + 0c dii2n - 9) c2 <*7 (3+ (n(ay9)2£]2 
"n1 


rồi lập luận rằng bất đẳng thức này chỉ đúng với n < 6). 
Bây giờ ta chứng tỏ rằng quả thật với 3 < n < 6, thì bất 
đẳng thức (3) dúng. Cần xét từng trường hợp. 
Trường hợp n = 3. Bất đẳng thức (3) trở thành 


2 
_ : | “ _ 2 
a (A2 + A+) + a-„(aa + an) + ax(an + a+) < n (an +a, † aa) 


hay 
: | 2 
3(a¡a; + a2a¿ + aaa\) < (an +a, ` aa) 
hay 
ˆ 2 2 
82 T A284 + axaAn < a{ + a2 + a4, 


an 


đây là bất đẳng thức đúng với ba số ai, A„, 4a tùy ý. 
Trường hợp n = 4. Bất đảng thức (3) trở thành 
a¡(a, + a;) + a;(a; † a,) + az(a¿; + a¡) †+ ax;(ai + a;) < 


_ 2 
< (a, +a, + a¿ † Aj)Ẻ, 


9| — 


hay 
: ` +ay tay)” (4) 
(a, + a,) (a; + a4) + 2(aia+ + a„a¿) < 2 (a, +a, + ai + aụ 

Ta có 


_ 15 
(a, † BẦ)Z: 2a;a¿; < 2 (a, + 8u), 


l 
2a¡8a < 2 


vậy 
(a; + aa) (a› + 8) + 2(a¿ga + aza,) < 
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LẢ 


: #61 
= (ai ¬^ ax) (Aa; + a,) %r 2 (a¿ + a2)“ + 5 (a, + a)ˆ = 


« ; [ai † a;) + (a; + a,)]Ÿ, 


đó là bất đẳng thức (4). 
Trường hợp n = 5. Bất đẳng thức (3) trở thành 


a(a, † ax) † a(a; + a,) + a(a, + ac) + a,(ac + ai) + av(a, + a,) < 
2 2 
< BÀ (2) xà 926 353905 34 35); 


Khai triển hai vế, rồi rút gọn ta được bất đẳng thức tương 
đương 
(a¡a› + a›a; + a4, -È a,a + aca/) + 
+ (a¡Aa + a›a, + a;ac + a,ai + asa-) < 


2 2 


< 2(a? + a2 +ac + a2 v E6). 


bất đẳng thức này đúng bởi vÌ 


< SA Sẽ, Đời ChỆ So VI Triết 


a¡A+› + a›„aa + A28 + A¡A‹ + acaAn 2 F 


k JÀ lau, y4 2 2 “vá. 
a¡3a + a2a/ + a;A‹ + An + A‹a› < a1 + == + q5 + “Y "t ac 


theo bất đẳng thức Côsi - SŠvacxơ áp dụng cho 2 bộ 5 số. 
Trường hợp n = 6. Bất đằng thức (3) trở thành 
a¡(a, †+ a;) + a.(a; + a,) †+ a;(a, + ac) † a,(a, + a,) + 


| 2 
+ ac(a, + ai) † a/(ai †+ a;) < E (au +a, tay ta, +a‹ + a,)/. 


Ta đã biết bất đẳng thức 
(A+B +C)ˆ > 3(AB + BC + CÀ), 
do vậy 
(ai +a, +ai + a, + a, + a/)^ = 
= ((a, + a,) + (a, + a,) + (ay † a2)“ 
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> đ[(a; † a,) (a; + a,) + (a, T ac) (a; aA/) + 
+ (aa + , (ai + a„)Ì = 
= 3[a,(a, + aa) + a;(a; † a4) + a;(a, † a‹) + 
+ a,(ac + a/) + a.(a. + ai) + a/(An + a2)], 
đó là điều cần chứng minh. 
Phép chứng minh cho n = 3. n = 4 là hơi thừa, bởi vì 
ta có 
Mệnh đề 2. Nếu bất đẳng thúc Nesbit đúng cho n + 2 SỐ 
dương tùy ý, thì nó cũng đúng cho n số dương tùy ý. 
Chứng minh. Với dãy n số dương a¡, 3+, -:› 8n_1› Ân: ta xem 
dãy n + 2 số dương 
Aạ, 82+; +; An_I› Âm Än~I? Ởn' 


Áp dụng kết quả (1) cho dãy số này, ta được 


n +2 äị Ân —1 Ân 
2 < + đ.xz.x.ẽnn sẽ Tï ¬r 
Ba, =". “ Ân —1 Ân —1 Ân 
Ân —1 Ân 


” m | An 
= “1 ...† 
8) D8. s +an. ,3r0 %2 
suy ra bất đẳng thức (1) cho n số ai, 32; -:: Ân: 

Như đã nói, bất đẳng thức Nesbit còn là một bài toán bỏ 
ngỏ : người ta ngờ ràng bất đẳng thức không thể đúng cho n 
số dương tùy ý, với n 2 7. Để khẳng định điều đó chỉ cần đưa 
ra một dãy gồm 71 số dương và một dãy gồm 8 số dương, mà 
bất đẳng thức (1) không đúng. Sau đó sử dụng mệnh đề 2. 


Tuy nhiên cho đến nay, người ta chưa tìm ra được hai dãy 
số như trên. Việc tÌm kiếm không đơn giản, vỉ ta có 


Mệnh đề 3. Bát dảng thức (1) đúng, nếu các số đương dị, 
Œ+..., Œạ lập thành một đãy số tăng, hoặc một dãy số giảm. 
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x.xr ==——-—— -—- —=—=_ 


_---- —rẰằằẶỮẶẮ-_ mm 


Chúng mính. Bên cạnh tổng Š, vế trái của (l1) 
“ An —1 An 


= + “... 6 + HP SJ ra n ¬ NET mAS 
a;, + a2) An + Ai - + a› 
ta hãy xem tổng 


3, An ai 
3U €2. + .- + ~- : 
a; † 8. An „ ai +a, 


Ta có theo bất đẳng thức Côsi 


aypTa, ĐC di ểu an +âi 
>>. “Ta 


NrT= 


\/ 


a,a, An †ât arT+a, 


lv {e0/a as¿<022 171469. 


và do a, + a, là tổng nhỏ nhất trong các tổng 4, + 8u, nên 


1 | 
Ú ñ _ — vậ 
= là số lớn nhất trong các SỐ _ y 
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| | 1 | 


 =“ — —= «0.7. 5 \À ca 
a,+ta, ai 8, ay ta, aipTta, 
1 | 


› ——— ~¬ < 
an ai ai ta, 
suy ra § - T > 0. Lập luận tương tự cho trường hợp 


a » 82 2”... ? a.a 2 ÔÚ, 


| 
ta cũng được Š - T > 0. 

Trong cả hai trường hợp, ta đều có Š > 1, suy ra 
= 
¬ 

Nếu chưa chứng minh được rằng bất đẳng thức (1) đúng với 
mọi số tự nhiên n > 3 và mọi dãy số dương ai, A2;..›ân, thì 
người ta lại có kết quả : 

Với mọi số tự nhiên n > 3, mọi dãy số dương â¡, 3›;.., 8n; 
và mọi số tự nhiên k > 2, ta đều có 


2351 >\qäÀ+ Tan m 5 2 


a' a5 % an, ta +...+ a Tó 
=“=“..— + | +... TT 2> ' 2 
a,+a, a; †8„ aip T8, 


Tổng quát hơn một chút : 


Với mọi số tự nhiên n > 3, mọi dãy số dương 8y, 82, ..; 8ạ; 
mọi số tự nhiên k > 2, và với hai số dương p, q tùy ý, ta đều có 


k k 
3) Ệ) An 


nh cơ. ro ch “or Le 
pa,†+qa, P8; †dq3, pa¡ +dqa, 


4 ca K1 k=l 
ai +a; +... 1A. 
 —— hàn 

p†q 


Kết quả này đã được chứng minh trong VÍ dụ 2. 8, Chương H. 
Với k = 1, bất đẳng thức trên trở thành : 


a _ 
_ SN HƯƠNG 52).  . > h (B) 
pa,+qa; P4; T3, paạ +qa, p†q 
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Với p = q Z 1, thì (5) trở thành (1), nên ta không thể hy 
vong (5ð) đúng tron§ trường hợp tổng quát. Tuy nhiên ta có hai 
kết quả đáng lưu ý : 

Kết quả Ì. Với a, b, c, p, q là 5 số dương tùy ý, ta luôn 
luôn CÓ _ 

, b C 3 


+ ——'tr7..® 
pb +qc pc+qa  pa†qb p†q 


Đó là kết quả đã chứng minh trong Ví dụ 2. 4, Ch. H. 
Kết quả 2: Cho p, q là hai số dương tùy ý. Nếu các số 
dương q, Ð, ©› d lệp thành một dãy số tăng, hoặc một dãy số 
giảm, thì ta có 
a C d 4 
—_ Góc lAi lo he GƯÊN 2u npmombin-rpmrii/1c HN: 
pb tạc PC +tạd pd†qa Pữ +ạob ` p+†q 
Chứng minh. Gọi 5 là vế trái của (6). Ta có 


(a+b+c+d = (1|. h8 + 


pb + qc 


bề _ C 
| ———__. Yb +zgd)+`V ==.=. {c(pd + q2) 
xi DC.+ qd (pc q9) pd + qa 


d Idfoa +qb) 2 
v pa + qb . Yd(pa qb)) 


< $. [p(ab + bc + cd + da) + 2q(ac + bd)]. 
Để ý rằng 
Thì cá da = (a +cộẴ b+tdở) <{ 


(6) 


(7) 


—... - 


=.. @ th 1c hi, 


Nếu ta chứng tỏ được rằng 
ac + bd < sữa Tào 2Ú" » 


thì (7) trở thành 
(a +b+c+d) < S.(p † Q): cáa +,b Độc 2.905 
từ đó suy ra (6) 
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Thành thử ta chỉ còn phải chứng minh bất đẳng thức (8) 
với giả thiết a, b, c, d lập thành một dãy tăng, hoặc một dãy 
giảm. Quả vậy : 

- Nếu 0 <a<b<c<d, thì theo bất đẳng thức Tsêbưsep : 


nh ac + bd a +d c+b 
Ũ => = 


== 


2B uavE:2 r3 ;2 


Ir(a +dđ) +(c +b | 
si[h ==¬” — T = rọ(A †*b + c + d)”, 
- Nếu a >b >c>d >0, thì 


== 


ac+bd ˆ 'a+d b+c 
=> “& = - 
œc<b 22 30 n2 


(a +d) +(b +ec)¬a 3 
<¡[ /= _ (a+b+e+d)2. 


Bất đảng thức (8) được chứng minh. 
*+ 


Qua sự trình bày trên, các bạn học sinh chắc chắn thấy đây 
là một bài toán còn bỏ ngỏ, và quan trọng hơn, các bạn thấy 
những chỗ còn đang bị bỏ ngỏ. Đó cũng là một ý nghĩa của 
các bài tập sau đây. 


BÀI TẬP 


1. Phải chăng bất đẳng thức sau đây đúng với 6 số dương a,, 
22 2, 84, p, q tùy ý 
Ai `2 rực "= 4 
———*‡——_— + +———š»>_— 
pa, † qa; p3: † qa, P3¿ † qâi pa¡ † qa, p?q 
2. Phải chăng nếu p, q là hai số dương tùy ý, và nếu ỗõ số 
dương a,, a,„, a;, a,, a„ theo thứ tự đó lập thành một dấy 
số tăng, hoặc một dãy số giảm, thì ta có 


: 


—— 
——Ễ—ễễễ  .._- ——=—__ễ_—_—_—ẰEỄ __ ——  ằẨÐ——_ễ_—__——_ẶỀ mm —__—-Ð_—Ð————=—————mmmm “PP”  —__—_————— - —. 


sài s 
p3; † q3; pa, +dqa, p3; † qa‹ ac †qai PA +qa, p†dq 
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mm." vế. 


..“.c. - Su... “ W@NNAULNặẶ... 


X an =: Ầ —I = 


3. Chứng minh rằng với 5 số dương a,, a., a;, a,, a, tùy ý, ta 


luôn có 
8, a, = 
HT HN 
a,+a, tay ay†a,†a,  a,+a, +ai 
a„ a. 
: kh 
a. tai †+a, aiy†a,+a, 


4. Người ta nói rằng dãy (4a, ; 4; ;... ; 
có tính chất Nesbit nếu bất đẳng thức 


n 
: : + + ..+1 : + © + xin) 
a,+a; a; +4, an Sai (VẤ3ị 22 


a,) (gổm n số dương) 


đúng. Chứng minh rằng với n số dương a, (i = 1, 2, .., n) 
tùy ý, thì hoặc dãy (Aa ; 22; -- i a.), hoặc dãy ngược (a, ; 


3... .;/02.› a,) phải có tính chất Nesbit. 

5. Cho bốn số dương a, b, c, d thỏa mãn các điều kiện 
a2 + b2 + c2 +dˆ z> 1. 
Chứng minh 
a2 ở b2 Ặ c2 _ d2 
b+c cdd dđa a +b 
6. Cho 5 số dương a, b, c, d, e thỏa mãn điều kiện 
a2 + b2 + c2 + d” + eˆ z l1. 


2 


Chứng minh 
a2 bể cˆ tú DO 
DEE 6c trdợ¿d+s e+a  a†b 2 
7. Cho 6 số dương a, b, c, d, e, f thỏa mân điều kiện 
a2 +b2+c2+ d2+e2+  > Ì. 


Chứng minh 


af l c? d“ eˆ ^ Ề s Ý6 
+ ¬ ==—+—*-.e— ... 
b+c c+d äd +e e+f (£+a a+b 2 
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Phụ lục 2 
XEN KẾ VÀO BẤT ĐĂNG THÚC CÔSI 


Bất đẳng thức Côsi cho biết : với n số không âm tùy ý, thì 
trung bình nhân của chúng không vượt quá trung bình cộng 
của chúng : 


t | ata,+... a. 
Wa¡a.. TT nga. csỶannn 
ñ 

Trung bình nhân, trung bình cộng của n số không âm chỉ 
là hai loại trung bình đơn giản nhất trong các loại "trung bỉnh" 
mà Toán học, trong những hoàn cảnh khác nhau, cần sử dụng. 

Coi hai vế của bất đẳng thức Côsi là hai "thái cực", thì ta 
thấy có thể xen kẽ bởi rất nhiều biểu thức khác (phụ thuộc a,, 
B2 -.o an). ỎÖ đây ta sẽ chỉ xét đến một phép xen kẽ "tương 
đối hợp lí". 

Giúp các bạn đọc hiểu rõ vấn đề, xin trình bày dần dần. 


1) Với ba số không âm a,, a,, a, ta có 


aata,+a, 
Ẳaua.a, < _=rTn 
Ta cố thể xen kẽ 


: v.v. 1 MCn Uy 
Ứa, a.a, < TÔ lên HQ To 2 0n v1. vô, PS T.NG Eụ EU 


2) Với bốn số không âm, ta có 
R bên nh 
'ị tuý 20-120 MỂ To (727 1Ÿ Iÿ E1. 2- 
Ta có thể xen kếẽ 
3 


n 
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Chỉ cần qua hai ví dụ trên, bạn đọc thấy rằng : với n số 
không âm 4; 32; --:- ; Ân: gọi 
| 8. t8)+.../A 
M. = Wa,a,...2.; M, = TỶ : 
tạ có thể xen kế bất đẳng thức Côsi M_ < M, bởi 
M.<&6M ¡<..< M. <.. <M,<M,, (1) 
với M, là một "trung bình" : căn bậc k của một biểu thức mà 
tử là tổng tất cả các tích của k số khác nhau lấy ra từ các số 
ai, 82; ->; 8m và raẫu là số các tích đó. 
Te kí hiệu mỗi tích nói trên bởi 


và tổng của chúng bởi 
`... .~. (2) 


Vì cả thảy có Cr cách chọn k số từ n số a,, a.,... a,, nên 


Ta hãy chứng minh rằng dãy bất đẳng thức (1) là đúng. 
Trước hết ta chứng minh bất đẳng thức 


M,. s M_-r- 
Quả vậy, với kí hiệu (2) 
Đn~q = 8. 8,... A._q nr a8i8+ .‹ 8¬_ 2n +.x...1 8;8y -- 8. 2 


vậy 
Šn— = _ n-l 
_ 2 ` = ¬——.. ` 
n L n 


đây chính là bất đẳng thức MÔ, > M,. 


1ỗI 


Từ kết quả này ta suy ra : 

Mệnh đề 1. Nếu da (hức bậc n 
P&) = Axh + Ai” +... +An px An  (A, # 0) 
có n nghiệm không âm, thì 


An~I n Ân n= 
tử, <ÀVE : ` 


0 


Chúng mình. Gọi n nghiệm không âm của P(x) là ai, a.,..., A,. 
Ta có 
P(x) = À_Œ& - a¡)x - 7U) 55 \b< m ca) 
= Ào [x1 -— (ai ve Có) nỊ Sử — a.) xnÌ +... + (-I)n aia;.... an] = 
CIÀ xo xa c. (la Sy Xa cy 
„+ UP? 8, x + C10§,], 
Suy ra 
A “`. (105?! A. § 


n 


A,. = (C1)" A.S„, 


n-]? 


xả 


=+ S \ = (—1)"~Ì 


n“” 


, Ần = 1). AM 


Ø ö 
Từ bất đẳng thức 
N) 
Ko | n-lvn _ 
: _= : nl 
= >' V` hay 2> Đn › 
SUY Ta 
lu. Ôn~I XÃ 1 nhà Ì 
(00a | ĐA, 
A 
¬ltn n:h-( 
hị Jin 
>4 TAY) . (Ä) › 


bởi vì n(n-l1) là một số chẳẵn, nên (—1)n(n-1) = 1. 
Ta cần đến 
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Mệnh đề 2. Nếu da thức P(4) bậc n có n nghiệm không âm 
(phân biệt, trùng nhau), thì da thức dạo hàm Px) có n-1 
nghiệm bhông âm. 

Chúng minh. Kết quả nêu trong mệnh đề 2 là sự phối hợp 
của hai kết quả : 

1) Nếu x„ là nghiệm bội k (k nguyên dương) của P(x), tức 
là P(x) = &% - x.)` QŒ), 
với Q(x) không nhận x„ làm nghiệm (Q(x/) 0), thỉ x, là 
nghiệm bội k-1 cuả Pˆ(x). Quả vậy 

P.(x) =ư-- xo) [kQ() + (x - x,)Q'@)], 

và đa thức kQ(x) †+ (x - x,)Q œ) không nhận x_ làm nghiệm. 

Để ý rằng nếu k = Ì (x„ là nghiệm đơn của P(x), thì x, 
không phải là nghiệm của P'(x) : để cho tiện, ta coi x„ là 
nghiệm bội O của P'(x). 

2) Dịnh lí Rônlơ (Rolle) phát biểu cho đa thức : 

Giữa hai nghiệm phân biệt x,, x, của P(x), luôn tồn tại một 


nghiệm x của P'(x). 


(Dịnh lí Rônlơ, hay tổng quát hơn : dịnh lý Lagränggiơ, có 
được đề cập đến trong một số SGK Giải tích 12). 

3) Giả sử đa thức P(x) bậc n, có n nghiệm không âm, đó là 
các nghiệm khác nhau : x, với số bội kị, x„ với số bội k„, ..; 
Xạ với số bội k_, 

Ko K; ah... 6m, 


< 
0 < xị < X;¿ < -- é Xm: 


Da thức P'(x) nhận x, làm nghiệm bội k, - 1, x; làm nghiệm 
DỌIIK—'Ì,...., x„ làm nghiệm bội k_~]. Ngoài ra P`ˆ(x) còn cố 
thêm m - Ì nghiệm mới : se = %x. - X2), xạ € ; ; X4), «: 
“mặ¡ C (X„T-¡ ; X„). Tất cả các nghiệm này đều không âm, và 
Số các nghiệm là 


Xí Ì):o-I-`'`.' `... <‹ 
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Vì P'ˆ(x) có bậc n - 1, nên đó là tất cả các nghiệm của nớ, 
Mệnh đề được chứng minh. 


$ 
Tu trở về phép chứng minh dãy bất đẳng thức (1). 
Với n số không âm a,, 82, .., 8, ta xem đa thức bậc n 
PŒ&) = (x - a¡)\(x - a.,)... x - a,) = 

=$£<= Di +..+(TUÈ]  nn + 

T001) v09 Xeai hố li (Cl)0Q.. 
Lấy đạo hàm cấp n - k của P(z), ta được đa thức bậc k 

P(Œ-\(x) = n(n - 1)... (k + 1)xF +... 


HC) Cn E105 0x 1! (l){n - kì ! S,. 
Theo mệnh đề 2, P("-k) (x) có k nghiệm không âm, vậy theo 
mếnh đề ] 
GU sín k8. (S1) (n1 k) 4Í có. 
IEs=E0 l2 sc=nz„@+Dl 


n? 


SẼ s SA 
hạ ... 


(bởi vì (—1)*Œ~l) = 1), Lấy căn bậc k(k - 1) của hai vế ta được 


k~ " : 
5k~ : Sk 
\ > \ — 
Ý Ck-l Ck 


tức là M, < M,._., đó là điều kiện cần chứng minh. 


Phụ lục 3 


ĐA THỨC TSÊBUSEP 


1, Đa thức Tsêbưsep. Ta có : 
COSU = cCoSU 


cos2u = 2cos2u - ] 
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Ácos2u - 3cosu 


cosảu 
cos4u “= 8cosđu - 8cosfu + ], 


vậy : 
cosu Z T,(cosu) với T,Œœ) ““ 
cos2u = T;(cosu) vỐIÏ (XI = 2x2 
cos8u = T;(cosu) với T;(x) = /t⁄) xét 
cosáu = T,(cosu) với T,(x) = 8x' - 8x? + 1. 
Cho rằng 


cos(k - l)u = T,_¡ (cosu), cosku = T, (cosu), 


với T, ;¡(), T,(x) là hai đa thức (đã được hoàn toàn xác định) 
của biến số x, thì từ hệ thức 


cos(k + 1)u + cos(k - 1u = 2cosu cosku, 


SUY TA 
cos(k+l)u Z 2cosu cosku - cos(k-l)u = 
= 2cosu. T, (cosu) - Ï, ¡ (cosu) = 
= T,,¡(cosu), 
với 


Tựa đ)`=.2x. T1 (x) - TLTy (x). 


Nguyên lí quy nạp chứng tỏ rằng với mọi số nguyên dương 
n, tồn tại một đa thức T, (x) hoàn toàn xác định, sao cho 


T,(cosu) = COoSNnuU. 
Lập luận trên đưa đến hai định nghia tương đương sau đây, 
hỗ trợ lần nhau : 
Định nghĩa 1. Với mỗi số nguyên dương n > l1, da thúc 
Tsêbưsep bộc n là da thức TY 1) thỏa mãn điều hiện 
T,„(cosu) = cosnu (u € R). 
Định nghĩa 2. Với mỗi số nguyên dương n > lI, da 


thức Tsêebưsep bậc n là da thức T„(x), xác dịnh bỏi hệ 
thức truy hồi 
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T\z) Z +. T;() = 2y — 1, 
T2) = xT„đ) - T„ ¡4), (n > 2). 

Tùy theo cách sử dụng hai định nghĩa trên, ta hãy chứng 
mính một số tính chất cơ bản sau đây của các đa thức Tsêbưsep, 

Tính chất 1. Đa thúc Tsébưsep T„ (x) có bậc n, uà hệ số của 
C4 VẤN ĐH Q 

TT = 21#x + Ủ 

Chúng minh. Sử dụng định nghĩa 2 và phép quy nạp theo n. 

Tỉnh chất 2. Nếu n chẵn, thì T.(x) là một hàm số chẩn ; 
nếu n lẻ, thì T„(x) là một hàm số lẻ, 

Chứng mình. Cách I : sử dụng định nghia 2 và phép quy 
nạp. 

Cách 2 : sử dụng định nghĩa 1, bởi vì 

Tn (-cosu) = 1, [eosŒr + u)] = cosn (r + u) = 
= CoS(nr + nu) = (-l) cos nu = 
G021. (cosu), 

từ đó suy ra 

HC X) =“ ni). Tu), đó là điều cần chứng minh. 

Ghỉ chú 

~ Với n chẫn, đa thức T.(x) là một hàm chẵn, vậy khai triển 
của T(x) chỉ gồm các lũy thừa bậc chãn của x 

T.(x) = 2n-Ì xn + axn-2 + bxñn-4 +... (n chẵn). 

¬ Nhận xét tương tự với n lẻ. 

Tính chất 3. Da thúc T,(x) có n nghiệm phân biệt, uà cả n 
nghiệm đó đều thuộc doạn [—1 / 1}. 


Chúng minh. Trước hết ta tìm x € [-I1 ; 1] sao cho 
T,) = 0. Vì |x[ <1, nên có thể đặt x = cosu, vậy 


0 = T,(x) = Tn(cosu) = COSnU = nu = 5 + kx => 
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Z#+— (k€”Z) 


=2 — PT 


Biểu diễn trên đường tròn lượng giác (Hình 15), dẫu ta được 
2n điểm u, khác nhau , nhưng chúng lập thành từng cặp đối 
xứng nhau qua trục Ôx, vậy chỉ có n giá trị khác nhau của x,, 
E7 -912..n-i 


= t2. ak 
X. = COS _ : (2) 
(0= 0712 n1) 
Vậy trên đoạn [-1 ; 1], ta đã tÌm ra được n nghiệm phân 
biệt của T (x), mà một đa thức bậc n không thể có hơn n 


nghiệm thực, do đó T (x) không còn nghiệm nào khác, ngoài 
các nghiệm x., xác định bởi công thức (2). 


Hình 15 
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Tính chất 4 
a) | T„œ)| < 1 khi F1 +? 


b) Trên đoạn [=1 ; lj, đẳng thức |T„(x)|  = 1 chỉ xảy ra 
uới n + 1 giá trị x„ (khác nhau) : 


= k7r _ 
x„ = co8 —— (k = Ó, 11921 ...n), 
rõ hơn 
TÀ (Z7) = (12. 
Chúng minh 
a) Với | x| < 1, đặt x = cosu, thế thì 
|T„@œ)| = |Tạ(eosu)| = |cosnu| < 1. 
b) Trên đoạn [-1 ; I1], đẳng thức 
|T„@œ)| = |cosnu| = 1 

tương đương với 


(k€ 27). 


: kzr 
sinnUu “= 0 = nu = kx .©> UW =—-- 
n 


Hình 16 
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_————=eễfễ-- >> __ 


Đặt 
nã 
Xa 


Xự = CDS u.. = COB _ (3) 
và biểu diễn trên đường tròn lượng giác (Hình 16), ta thấy chỉ 
có n + l giá.trị XÃ khác nhau, ứng với k = 0, 1, 2,..., n. 


Với mỗi giá trị x, đó, ta có 


n (x,) = T1, (ee==) = coskr = (-l)È. 


2. Một bài toán về ước lượng 


Các đa thức Tsêbưsep có vai trò quan trọng trong lÍ thuyết 
xấp xỈ các hàm số bàng đa thức, thực hiện trên một đoạn 
[a ; b]. Bằng phép thay biến số t C[a ; bị bởi 

b+a b—a 
= -+ $2 
` 2 c7) 
bài toán quy về việc xét biến số x € [-l ; 1] ; nói cách khác 
thay cho đoạn [a ; b] ta có thể xét đoạn [-l1; 1]. 
Một khâu quan trọng trong việc xấp xÌ, là với một đa thức 


P(x), cần xác định "độ lệch" của đa thức đó trên đoạn [-l ; 1], 
tức là xác định 


M =1mn3Ax | P(œ)|; 
-]Ì Kx<€Ì 


và người ta muốn M càng nhỏ càng tốt. Có hai cách giảm độ 
lệch : 


1) Nếu đa thức 
P(Œ) = a,x "+ “VỆ VI. +... 108 TA liên 
có độ lệch M trên đoạn [—-1 ; 1], thì đa thức 
kP(x) = ka x" + kaix?”! +... + ka, (k # 0) 
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có độ lệch |k|M trên [-1 ; 1] : chọn |kị càng nhỏ, thì độ lệch 
càng nhỏ. Cách giải quyết này là quá "tầm thường" ! Do vậy 
người ta hạn chế với các đa thức P(x) bậc n cố dạng 
P(x) = xì + a/x"' +... † an ¡X † an (4) 

với hệ số cao nhất (hiểu theo nghĩa : hệ số của /⁄y (hừa bậc 
cao nhất) bằng Ì. 

2) Với các đa thức bậc n có dạng (4), thay đổi các hệ số a,, 
TM) mo My 

Việc thay đổi này có giới hạn của nó trong việc giảm độ 
lệch. Vì ta có kết quả quan trọng Sau đây : 

DỊNH LÍ - Với mọi đa thúc P(x) bộc n, uới hệ số cao nhất 
bồng 1 (tức là P(x) có dạng (4)), ta đều có 


max |P(&)| 


n1 
—] &x&€& Ï 2 


dấu đẳng thúc chủ xảy ra khi 
= lbế “A002 


Chứng minh. Tù tính chất 4 của đa thức T,(x), ta suy ra 
max |T„,@)| = Ì, 


—-] <x€Ì] 


vậy 


max hệ (x)| = me 3= 
—]l KxK] ~-] x<Ì 


và ta cần để ý thêm rằng 
1x) = 2n-lựn + „., 
~ l | „ 
Vậy T.(x) = ma T,() là đa thức bậc n, có hệ số cao nhất 
bằng 1. 
Giả sử P(x) là một đa thức bậc n, có hệ số cao nhất bằng 
1, và có độ lệch 
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———ễỄẰ—————— = 


| 


M = max |P(x)| < 


_....^ 2L 
Xem đa thức 
HŒœ) = T,(x) - PŒ), 


đây là một đa thức bậc không quá n - Ì. 
Xét các giá trỊ của H(z) tại n + l1 điểm 


~< kỹ „, 
X\ = COS _ (k= 0, ". 72 ss.g n), 


ta có theo tính chất 4 


= ~_ | 
DO 1) - E2 = 2n || W2) Tiêu 
= | Zz 
HỢj) ~ TŒj) - PŒ\) = -man - tới) <S Ó 


tức là hàm số liên tục H(x) đổi dấu n + l1 lần khi biến số 
x chạy qua các giá trị x, Xị XI C [-1 ; 1], vậy đa thức 
H(x) có ít nhất n nghiệm. Vì H(x) có bậc nhỏ hơn n, suy 
ra H(x) = 0 hay : 
P(x) = T.Œœ). 

Nhận xét. Định lÍ trên cho thấy : 

- với một da thức P(x) bậc n có dạng (4) (có hệ số cao 
nhất bằng 1), thì không thể hy vọng nó có độ lệch M trên 
đoạn [-1 ; 1] 


| 
M = max |P()| < =t 
-]l <xSl 


- trong tất cả các đa thức P(x) bậc n có dạng (4), thì đa 


thức T (x) = Đai Tụ(x) (và chỉ có đa thức ấy thôi) mới cố độ 


lệch M trên [-1 ; 1] 
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M.==-. 
9n l 
- nếu đa thức P(x) bậc n có dạng (4), và P(x) # T.@œ), thì 
P(x) có độ lệch trên đoạn [-l ; 1] 
| 
M = max | P@&)| > ` 
9n | 
—-] <xSÌ 
Diều đó giải thích vai trò các đa thức Tsêbưsép T,(x) trong 
lí thuyết xấp xỈ. 


3. Một bài toán áp dụng 
Cách đây 20 năm (1973), trong kì thi học sinh giỏi toán của 
Liên bang Xô viết, có bài toán : 
Bài toán 1. Giả sử đa thức ƒ(x) = ax? + bx + c thỏa mãn 
điều kiện 
lƒ()| < 1 uới mọi x € [F1 ; 1}. 
Chứng minh ràng da thúc fx) = cx? + bx + a có tính chốt : 
[ƒÊ«)| < 2 uới mọi x € [-1 ; 1}. 
Dể ý rằng trong đề toán, Í(x) = ax? + bx + c không nhất 
thiết phải là đa thức bậc 2 vì hệ số a có thể bằng Ô. 
Báo Toán học và Tuổi trẻ cũng đã ra bài toán : 
Bài toán 9. Giả sử đa thúc ƒ(x) = ax + bx2 + cx + d thỏa 
mãn điều kiện 
lƒ(x)| < 1 uới mọi x € J1": 1). 
Chúng minh ròng da thức ƒ (x) = dx” + cx? + bx + a có 
tính chất : 
Jƒœ)| < 4 uới mọi x € [F1 ; 1. 
Báo Alpha (CHDC Đức trước đây) có bài toán : 
Bài toán 3. Giả sử 
|ayx" + ajx""l +... + aạ ¡x + an < Ì 
Uới mọi x € Í{-1 ; l}. 
Chúng minh 
|a„¿| < D2 VỀ 
Các bài toán trên chỉ là trường hợp riêng của bài toán tổng 
quát : 
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Bài toán 4. Giỏ sử đa thức 
ƒ(x) = gx4tgdax. Ỉ +. “7.2... 
thỏa mãn điều hiện 
lƒ(x)|  < 1 uới mọi x € [-1; 1}. 
Chúng minh ràng da thúc 
ƒ&) = gx” + d„ -„xz""! +... + ax + a„ có tính chất 
Lƒ *)| < 9" uới mọi x € [-1 ; 1]. 
Giải. Với x # 0, ta có mối liên hệ sau đây giưa f(x) và f'{x) 
| 
?{63) SY S4 6= 
Bì x(O 
Vì đa thức f(x) có bậc không quá n, nên ta có thể áp 
dụng công thức nội suy Lagränggiơ cho f(x) tại n †+ l điểm 
x (k= 0, 1,.., n) (công thức (3)) 
` (x —%Q) -- (x_-x,)x- xế 1) -- v(x =x.) 
t9 = Š t8) SE nh ca 
na (Xự — X) - - - Xự — Xy—I)Œy — Xy+) - - - (, — Xn) 
do vậy với x z 0Ö 
f*(x) = x"r(<) = 
(1—xX,)...(1—xX¿-)(1—x(¿¡) -- (1 —X.) 
T  =-=n= 
k=o (Xụ — XQ) -: —X—I)Œụy — Xy¿|) - - : Ấy — Xn) 
Hệ thức này đúng với mọi x # 0, mà hai vế đều là hai đa 
thức của x, vậy hệ thức đúng với mọi x. Suy ra với mọi x € R 
(nhớ rằng -Ý. S2 LÊ Lý 1], nên theo giả thiết của bài toán : 
|f(x,| < 1) 
. Š (lộ: =$ s34 }e‹ (6t =cs.. )(1 —XXL+¡) - - - CAI 
k=o | (vo) -- S(E<S =>) = TU 0y =) 
f*(x)| với x € [Í-lI ; 1]. Muốn 


|ff@)| 


Đây giờ ta hãy ước lượng 
vậy, ta để ý rằng : 


8) l = x, >x 2 > Tí 2ểái So kết TC 
b) Với |x| < 1, ta có l - xx, z 0 Ú 1, ..., n). Suy 
ra với x € [-] ; 1] 
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_x 


n8 SP, q-z „(1x -)(~¿¿)) = (3N) 

lf)|< 2%. (UẺ `) 5S CS mem adá(x 

k=o (Xy ~ Xo) _ Ca X\—1)Œt XI +1) *ˆ (Xt X.) 

Mặt khác, áp dụng công thức nội suy Lagrănggiơ cho đa thức 

Tsêbưsep T,(x) _tại n + 1 điểm x, (k = 0, 1,..., n), ta được 
(nhớ ràng T, (Xy) = (—1)) 


(5) 


(x—X,)..( —X\_¡)(% _=... ... Xn) 


(Xị — Xo) _ —X\_J)ÖXt —Xyà) -- ŒXụ — 


2V 163) ) T.@y) 
k=o 


¬ (xT—x n x=x )\(X =“X'. và —x.) 
= 2 (T1 _ = kHỦ `. mnẺ "ằG) 


II Co ? c“-c nen 6e. xÀ\ 
a4 (\ — Xọ) cá —X.—)(Xk — +1) Si) 


Xem đa thức T(x) xác định bởi 


_ nm 1 
T*(x) = x TẢ —]) (x = 0). 
Từ (6) suy ra với X # 0 
n (1 -xx/)..(1—xx/_)Œ ~ )..(1 —XX,) 
k=o ŒXy, — Xo) - Œị — Xv—) —Xy+l) cự — Xn) 

Vì hai vế là hai đa thức của *; nên nếu chúng bàng nhau 
khi x # 0 thì chúng cũng bàng nhau với mọi x € R. So sánh 
với (5), ta suy ra 

|ff@œ«)| < Tï@) khi x € Í-1 ; l1: (7) 

Nhớ lại rằng đa thức Tsêbưsep Tứ) bậc n có n nghiệm 

k. | 
X, = COS (Ga + ¬] (k = (0, 1,1..; n—]1) 
và có hệ số cao nhất bàng 2"“!, vậy nó được phân tích dưới 


dạng 
T.œ) = 2" &~ Xj) (x— Xị) «. ( — Xa-lỦ 
từ đó suy ra 


T*(x) = on-l(] - xx„) (1 - XXỊ) .- (1 - X#a-1)- (8) 
Dãy Xo; Xịo X2y °'° X.-] 
là một dãy "đối xứng", tức là 
AC 0 E112. 706 n2” 


nên theo (8) ta cũng có 
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on-l (] + xx¿) ( +xx) (0g xx.-Ị 


T7 (X4 
Cùng với (8), suy r5 
(1 — x3x?)..( — X“*á-)) 


(T*(x)l” ¬ #U H0 S XrX-) 


nên với |x| <1: 
_ (T?(x)] < 4ˆ. 
> 0 khi |x| < ], vậy với x € (1 ; 1] 


Theo (7), ta có T;(%) 
T*(x) 2n"Ì 


Kết hợp với (7), ta được 
f*()| < 2"! khi |x| < 1 
ần chứng minh. 


ép giải không sử dụng "triệt để” giả thiết của 


Dớ là điều ©c 
Nhận xét: Ph 


x a.| < 1 với mọi 


bài toán : 
|f()| = a,X” + Y +... + an_\n 
|x| < 1, mà chỉ cần giả thiết "tối thiểu" : với n †+ Ì giá tTỊ 
— kzr 
T- co5—— (kz= 0, 1, T1) 
ta có 
|fœx/| < 1: 


Như vậy chẳng hạn : 
1) Ở bài toán 1, với 

f(x) = ax2 + bx + ©€; 
1, |f(0)| = dài €3) L 
„0| = | | Đ 


chỉ cần giả thiết : 
= la+b+«el 
la-b+c| & Ú. 


|f(Đ| 
|f(-D)| 


2) Ở bài toán 2, với 
f(x) = ax2 + bx” † cx † d, 


chỉ cần giả thiết : 


|f(Đ| 
si d| cài 
(10) 


^ 

— 

t° Í 
¬—D 
|| 


Ƒ_——— 


|K- ?)| 
|f(Ð| 
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Hiển nhiên, có thể đặt câu hỏi chẳng hạn : với đa thức f(x) 
ở bài toán 1, phải chăng giả thiết (9) tương đương với giả thiết : 
()| < 1T khxI(C (T1, 1). 
Câu trả lời là : giả thiết (9) (hực sự "nhẹ hơn", vì từ giả 
thiết đó, chỉ có thể suy ra 


|f@&)| < x khi bái 3 


BÀI TẬP 
I. Gọi M, là tập hợp tất cả các đa thức dạng 
f(x) = ax”“ +bx +ec 
thỏa mãn các điều kiện 
|f(+1)| < 1, |f()| < 1. 
Tìm số M, nhỏ nhất sao cho 
|fx)| < M; với mọi f € 2í; và mọi x € [0; 1]. 

2. Trong tất cả các đa thức f£ € %,, hãy chỉ ra đa thức. 

f(x) = ax? + bx + c với tổng 


8 
a2 + 2bZ 
lớn nhất. 
3. Gọi %M. là tập hợp tất cả các đa thức dạng 
((x) = ax2 + bx” + cx + d 
thỏa mãn các điều kiện 
| 
Kkyš Z8) 0t Tá" 5 


Tim số M; nhỏ nhất sao cho 
| f(x)| < M; với mọi f € M, và mọi x € ([0; l1]. 


ÍN 
— 


Phụ lục 4 


MỘT BÀI TOÁN HÌNH : GIEO n ĐIỂM 
VÀO MỘT HÌNH VUÔNG 


Gợi ý mở dầu 
Ngay từ ở cấp 2, học sinh chuyên Tbán đã gặp bài toán sau đây : 
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"Trong một hình uuông cạnh 1, lấy 101 điểm tùy ý, Chúng 
mình ràng luôn tim ra 3 điểm (trong số 101 điểm đó) là 3 

| . 1 
đỉnh của một tam giúc uói diện tịch s < 100- 


Lời giải dựa vào nguyên lí Dirichlet : 


Chia hình vuông thành 50 hỉnh chữ nhật có cùng diện tích, 
chẳng hạn chia một cạnh của hình vuông ra 50 đoạn con bằng 


2 xi † | 
nhau và xét 50 hình chữ nhật với bề rộng E0 và bề dài 1. Mỗi 


| 
hình chữ nhật đó có diện tích 50' Với 101 điểm rơi vào 50 hình 


chữ nhật đó, hản có 3 điểm rơi vào cùng một hình chữ nhật 
(nguyên lÍ Dirichlet : nếu không có hình chữ nhật nào chứa 
hơn 2 điểm, thì số điểm nhỏ hơn hay bằng 2 x 50 = 100 !). 

Với 3 điểm rơi vào hình chữ nhật đó, chúng là ỏ đỉnh của 
một tam giác. Dễ chứng minh rằng nếu một tam giác được 
chứa trong một hình chư nhật, thì tam giác đó có diện tích 


không vượt quá ý diện tích hỉnh chữ nhật, tức là tam giác đó 
| 

có diện tích < -——-: 
có diện tíÍc 100 

Bài toán tổng quát 

Bài toán trên gợi ý bài toán tổng quát sau đây : 

"Hãy xác định số nguyên dương n („ > 3) nhỏ nhất, dế uới 
n điểm tùy ý thuộc một hình uuôn§ cạnh 1, luôn luôn tồn tại ở 

LÊ 

điểm lập thành dỉnh của một tam giác uới diện tích Š Tp 


Bài toán này cho đến nay chưa có đáp số. Theo gợi Ý 2i 
thÌ n < 101. Nhưng 101 chưa phải là giá trị nhỏ nhất & 3 
Nếu chưa tìm ra được số n nhỏ nhất, thì di nhiên nên tÌm & 
SỐ n. càng nhỏ càng tốt để có n < nụ. lác giả cuốn sách ná7 

In ậnP . ° — ø09 và cho đến nay 
đã tÌm ra năm 1974 một kết quả : nạ = 9Ÿ, vá 6.  UIỆNG 
vẫn chưa tÌm ra, cũng chưa nhận được một thông tin n4: 


SỐ n, nhỏ hơn. Đó là nội dung của : 
1ổ7 


BÀI TOÁN 


Trong hình uuông cạnh 1, cho 59 điểm tùy ý. Chúng minh 

ràng trong cóc điểm ấy, luôn tồn tại 3 diểm là dinh của một 
: | 

tam có có diện tich < 100 ˆ 

Giải. Nếu có 3 điểm thẳng hàng, ta sẽ được tam giác suy 
biến có diện tích bằng 0. Do vậy ta coi rằng với 59 điểm đã 
cho, không có 3 điểm nào thẳng hàng. 

Ta cần vận dụng đến hai kết quả sau đây của Hinh học : 

Kết quỏ 1. Với mọi tập hợp Z7 gồm n (n > 3) điểm của mặt 
phẳng, trong đó không có 3 điểm nào thẳng hàng, luôn tồn tại 
một đa giác lồi nhỏ nhất Ø chứa 7: đa giác lồi nhỏ nhất #Z 
này là duy nhất, và có các đỉnh là một số điểm của 7, 

Phép chứng minh không có gì khó : Hình 17 minh họa vấn 
tắt cách dựng đa giác . 


Đa giác được gọi là "bao lồi" của tập hợp TT gồm n điểm 
đã cho. k 

Kết quả 2. Với các kí hiệu trên, giả sử bao lồi #Ø là một đa giác 
lồi với k đỉnh (thuộc “f, do vậy nó chứa m = n - k điểm trong 
còn lại của Z7. Với mọi cách chia đa giác F thành các tam 
giác mà ba đỉnh đều thuộc f7, số tam giác nhận được là 
một số cố định (không phụ thuộc vào cách chia đa giác P) 
bằng : 2n - k - 2. 

Chứng minh. Ta 
tính số tam giác 
bằng cách tính tổng 
các góc của chúng 
tại các điểm thuộc 
tập hợp 7 : 

a) m điểm tronế 
của ÍD cho tổng các 
vơ góc bằng 2m“, 
T8 sa b) k điểm ở các 


đỉnh của Ø cho 
tổng các góc bàng 


Hình 17 
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(k - 2) 5: vậy tổng các góc bằng 
2mzx + (k - 2)x = (2n - k- 2)m, 
mà mỗi tam giác có tổng các góc bằng z, cho nên có cà thảy 
2n -k~ 2 tam giác. 
Trở về bài toán, với tập hợp Ø gồm 59 điểm tùy ý thuộc 
hình vuông cạnh 1, trong đó không có 3 điểm nào thẳng hàng, 
giả sử bao lồi của Z7 là đa giác lôi PP với k đỉnh. 


1) Nếu k 16, thì chia Z thành tam giác với các đỉnh 
thuộc T, ta dược cả thảy 


2.59 -k2 > 118- 16-2 = 100 tam giác 


Vì Ø được chứa trong 
hình vuông cạnh 1, nén Jz 
có diện tích < l, suy ra 
trong các tam giác trên, 
phải có một tam giác với 


| 
điện tích < 100' 


2) Giả sử k > 17. Gọi À;; 
À» .. A, là các đỉnh của Z 
(Hình 17) : ta hãy chứng 
minh rằng có 3 *đỉnh liên 
tiếp lập thành một tam giác 


có diện tích < _&: 
100 

Quả vậy theo kí hiệu _ 
trên Hình 18, gọi œ, là số do của góc đỉnh ÀI, ai là độ dài 
cạnh A.A..., và gọi s, là diện tích tam giác À: ¡Š\2«i (với QUỚGG 


` CA À..¿ On Aịụ, tac 


Hình 18 


2S, = A,_ ti sin đi; ( = lý 5 -= k), 
do vậy 
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Theo bất đẳng thức Côsi - Svacxơ suy lều ta có 


bởi vì : 

a) bằng phương pháp truy hồi, dễ dàng chứng minh ràng 
nếu đa giác lồi P, được chứa trong đa giác lồi E, thì P, có chu 
vi nhỏ hơn chu vi của P„, vậy đa giác # có chu vi nhỏ hơn 
chu vi của hình vuông cạnh 1, tức là 


1 x4 
_Ð 
HÀ) 
L> 


(thực tế là ta có dấu bất đẳng thức ngặt, vì # không thể trùng 
với hình vuông, do Ø có không ít hơn I7 cạnh) ; 
b) ta có Ö < a; < 1ø (i = L,92,...k), mà hàm sin x là lôi 
trên khoảng đó, vậy 
` —đi +a, +... tới 
sinz.. <*ksin-—=-=s.. an: 
I=l | k 


dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi ưi = 4; =_... = 
Gọi s là diện tích nhỏ nhất trong các diện tính s. Từ (1) 


SUY ra 


(k. {2s) < 16Esin <= 


k 


_ 8. _. 2z 
hay 3:65 SH. 


Vì k > 17, nên vế phải càng nhỏ khi k càng lớn. 
j4 14 SH 1000 (6v 69) 


5U 2 00o0o9/6 .<—- 
DẾP.=- ˆh/ S vưêu "''° T00 
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Thành thử với k > 17, ta có s < HN 
100 
Ghi chú. Nếu không muốn dùng bất đẳng thức Côsi - Svacxợ 
suy TỘNốØ; thì có thể dùng kết quả sau đây : 


Mệnh đề. Cho b bộ, mỗi bộ gồm 3 số dương (day Đy c;) 
(¡ = 1, 2, ... #). Gọi 


íZÌ | 


k k k 
A = Sa .,HB= 2b, AC mi ảc 
/=l =] 
Thế thì 
min (ab¿,) S ———- 
233v ST k 


Chứng minh. Theo bất đẳng thức Côsi cho ba số dương 


cm đc 
28x v8 2 8) 
do vậy 
‹ 3l a. tÄE2¿ £^- K b. C. 
» AI TU HN B1) ).2E¿L TY c- 
3 A'B.O“°5(A'B‡@ 1 
Vậy 
Tn11 A°°B`C ‹ 
hay 
mỉ Úc Co 
min (T-m-G) Š 1ä 
tức là 


min (abe) < Tế 
I<i<k 
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